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Tinjauan Mata Kuliah 


M ata kuliah Hakikat dan Sejarah Matematika ini akan memberikan 
fasilitas kepada Anda untuk membangun (konswuksi) pengertian, 
sikap dan nilai Anda tentang apa matematika ditinjau dari hakikat dan 
sejarahnya sehingga terbuka kemungkinan pembelajaran matematika Anda 
akan semakin efektif. 

Seorang matematikawan dan filsuf Amerika, Williams L. Schaaf pernah 
mengatakan: “Tidak seorang guru pun dapat melakukan tugasnya dengan 
efekuf dan kreatif tanpa pemahaman yang cukup terhadap perkembangan 
bidang studi yang diasuhnya”. Karena itu mata kuliah ini sangat penung bagi 
Anda yang tentunya setiap saat, selalu bersedia untuk meningkatkan mutu 
pembelajarannya. Dengan mempelajari mata kuliah ini Anda akan lebih 
mantap dan percaya diri dalam melakukan pembelajaran matematika. 

Setelah mengikuti mata kuliah ini Anda diharapkan mampu: 

1. menjelaskan hakikat matematika, filsafat matematika, dan me 


pendidikan matematika: 


N 


menjelaskan permasalahan dalam perkembangan matematika sejak 
dahulu sampai masa kini; 

3. menjelaskan Awal Peradaban Manusia dan Matematika Yunani Kuno; 

4. menjelaskan Matematika Alexandria; 

5, menjelaskan Matematika Alexandria; 

6. menjelaskan Awal Matematika Modern: Abad Ke-17 dan Ke-18: 

7. menjelaskan matematika modern 

8. menjelaskan Rasionalisme dan Empirisisme Dalam Filsafat Matematika; 
9. menjelaskan Rasionalisme dan Empirisisme Dalam Filsafat Matematika. 


Materi mata kuliah ini disajikan dalam sembilan (9) modul dengan 
rincian sebagai berikut. 
Modul 1: Hakikat Matematika; 
Modul 2: Permasalahan dalam Perkembangan Matematika: 
Modul 3: Matematika Awal Peradaban Manusia dan Matematika Yunani 
Kuno; 
Modul 4; Matematika Alexandria; 
Modul 5: Matematika Periode Renaissance: 
Modul 6: Awal Matematika Modern: Abad Ke-17 dan Ke-18: 
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Modul 7: Matematika Modern; 
Modul 8: Rasionalisme dan Empirisme Dalam Filsafat Matematika; 
Modul 9: Aliran-Aliran Besar Dalam Filsafat Matematika Modern 


Agar Anda berhasil dengan baik menguasai mata kuliah ini ikuti 
petunjuk umum berikut ini 


PETA KOMPETENSI 
MATA KULIAH HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA (PEMAA 101) 


TKU 
E a) f $ 
JEEE | 
t rin 7 y “ A 
4 y 7 
20 19 is 
or 3 F | 
1? ifasi Pe eS 
s x 2 ea W f4 3 pesan 12 
a F £ 7 
Mia Pas Ia = 7 
ang, “& x Ae 
ha a 
dn |f? 
kani “P3 
10 ) A 7 
TIT an pall, ak / 
be > ome | 6 / 
-y i 14 
| la H3 H s H3 i P 


1. Menjelaskan kemestian dan pengetahuan a priori, serta objek dan 
objektivitas dalam matematika 

2. Menjelaskan hubungan antara matematika dan sains. 

3. Menjelaskan sifat aksiomatis matematika. 

4. 


Menjelaskan suatu perspektif tentang sejarah matematika. 
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5. Menjelaskan beberapa miskonsepsi tentang matematika dan 
sejarahnya. 

6. Menjelaskan sejarah dari masalah dan resolusi tentang irrasionalitas, 

7. Menjelaskan sejarah dari masalah dan resolusi tentang infinitas. 

8, Menjelaskan sejarah tiga masalah konstruksi dari zaman kuno. 

9, Menjelaskan tentang matematika Mesir Kuno. 

10. Menjelaskan tentang matematika Babilonia 

11. Menjelaskan tentang matematika Yunani Kuno. 

12, Menjelaskan gambaran umum Elements karya Euclid. 

13. Menjelaskan tentang beberapa tokoh penting dari matematika 
Alexandria. 

14. Menjelaskan tentang kontribusi beberapa tokoh penting matematika 
Alexandria bagi perkembangan matematika. 

15. Menjelaskan esensi kontribusi Fibonacci sebagai tonggak perintis 
renaissance dalam matematika 

16. menyebutkan beberapa matematikawan dan kontribusi mereka 
dalam perkembangan matematika periode renaissance 

17. menjelaskan ketertarikan dan kecenderungan perkembangan 
matematika pada periode Renaissance. 

18, Menjelaskan tentang beberapa momentum besar matematika abad 
ke-17 

19. Menjelaskan garis besar asal usul dan perkembangan teori 
probabilitas. 

20. Menjelaskan garis besar perkembangan teori bilangan pada abad ke4 
17 dan 18. 

21. Menjelaskan garis besar gagasan geometri non-Euclid dan beberapa 
tokohnya 

22, Menjelaskan perbedaan antara geometri Euclid dan geometri- 
geometri non-Euclid. 

23, Menjelaskan tentang perkembangan penting aljabar abad ke-19. 

24. Menjelaskan garis besar perkembangan teori himpunan berikut 
tokoh-tokohnya. 

25, Menjelaskan hubungan antara matematika. filsafat, dan filsafat 
matematika. 

26. Menjelaskan perbedaan antara rasionalisme Plato dan benih 
empirisisme Aristoteles 

27. Menjelaskan sifat-sifat matematika dalam perspektif Kantian, 

28. Menjelaskan sifat-sifat matematika dalam perspektif empirisisme 
Mill. 

29, Menjelaskan esensi dari logisisme. 

30. Menjelaskan esensi dari formalisme. 

31. Menjelaskan esensi dari intuisionisme 
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Menyeburkan beberapa filsuf dari masing-masing pandangan 

tersebut 

33. Menjelaskan tentang realisme dan anti-realisme dalam ontologi 
kontemporer 

34. Menjelaskan tentang strukturalisme 
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MODUL 1 
Hakikat Matematika 


Prof. Dr. Wahyudin, M.Si. 
== PENDAHULUAN 


yi dalam perkembangannya sampai pada tingkatan tertentu 
memiliki keterkaitan dengan filsafat, logika, dan sains. Namun 
demikian, rentang luas dan spesifikasi matematika yang ada saat ini telah 
menjadikan definisi matematika secara pasti tidak dapat dipertahankan 
Untuk memperoleh selintas gambaran tentang hakikat matematika dengan 
beragam aspeknya, sebagai pembuka modul Hakikat dan Sejarah Matematika 


ini, mari kita simak sejumlah pernyataan tentang matematika dari beberapa 

tokoh dan matematikawan dalam sejarah sebagai berikut 
Bilangan mengatur alam semesta. —Kaum Pythagorean 
Matematika adalah Ratu dari Sains, dan Aritmetik adalah Ratu dari 
Matematika. —C. F. Gauss. | 
Aturan yang baik kita terapkan bahwa, saat seorang penulis matematika 


atau filsafat menulis dengan gagasan yang samar, maka ia sedang 
berbicara omong kosong. —A. N. Whitehead (1911) 


Bagaimana bisa bahwa matematika, sama sekali merupakan hasil dari 


pikiran manusia yang lepas dari pengalaman, sedemikian beradaptasi 
dengan objek-objek realitas? —Albert Einstein (1920) 

Matematika adalah sains yang paling pasti, dan konklusi-konklusinya 
memberi ruang bagi bukti absolut. Tetapi ini terjadi demikian hanya 
karena matematika tidak berupaya untuk menarik konklusi-konklusi yang 
absolut. Semua kebenaran matematis bersifat relatif, kondisional 
Steinmetz (1923) 

Matematika adalah bidang studi di dalam mana kita tidak tahu apa yang 
sedang kita bicarakan. —Bertrand Russell 


Dari pernyataan-pernyataan di atas tersiratkan keperluan bahwa untuk 
memahami hakikat matematika diperlukan pemahaman tentang sifat-sifat dari 
matematika, Di dalam modul ini, kita lebih dahulu akan membahas topik sifat 
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1.2 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA 6 


kemestian dan pengetahuan apriori dalam matematika, objek dan objektivitas 
dalam matematika. serta hubungan antara matematika dan bidang-bidang 
sains. Selanjutnya. dalam modul ini dibahas pula tentang sifat khas dari 
pengetahuan matematis, pada khususnya sifat aksiomatis dari matematika 
Akhirnya. 
matematika yang memberikan gambaran sekilas hakikat matematika 
dipandang dari perkembangannya dalam sejarah serta refleksinya ke masa 
depan, 


modul ini menyajikan suatu perspektif historis ringkas tentang 


Setelah menyelesaikan modul ini, diharapkan Anda dapat 

l. menjelaskan sifat kemestian dan pengetahuan a priori dalam 
matematika; 

2. menjelaskan tentang objek dan objektivitas dalam matematika; 

3. menjelaskan hubungan antara matematika dan sains: 

4. menjelaskan sifat aksiomatis dari matematika; 

5. menjelaskan nilai penting istilah yang tidak didefinisikan dalam 
matematika; 

6, menjelaskan suatu perspektif pemaknaan terhadap teorema, teori, 

dan konsep dalam matematika: 

menjelaskan suatu perspektif tentang sejarah matematika. 
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KEGIATAN BELAJAR 1 


Kemestian, Pengetahuan a priori, Objek dan 
Objektivitas dalam Matematika, serta Hubungan 
antara Matematika dan Sains 


A. KEMESTIAN DAN PENGETAHUAN A PRIORI 


Tinjauan perkembangan peradaban manusia terutama dalam bidang- 
bidang sains menunjukkan bahwa matematika terlibatkan dalam banyak 
upaya umat manusia untuk memperoleh pengetahuan, Ini menunjukkan 
bahwa matematika, seperti juga sains, adalah bidang yang mengupayakan, 
pemerolehan pengetahuan. Namun demikian, pernyataan-pernyataan 
matematis dasar tidak tampak memiliki sifat kemungkinan seperti 
pernyataan-pernyataan dalam sains. Misalnya, berdasarkan intuisi, tidak 
mesti terdapat delapan planet dalam tata surya kita, dan gravitasi tidak mesti 
mematuhi hukum kuadrat kebalikan. Di sisi lain, pernyataan-pernyataark 
matematis seperti 3 + 6 = 9 seringkali dipandang sebagai paradigma 
kebenaran yang bersifat mesti, sehingga kita tidak bisa katakan itu salah 

Para ilmuwan sains mengakui bahwa tesis-tesis fundamental mereka 
mungkin saja salah. Kerendahan hati ini didasari oleh sejarah revolusi- 
revolusi sains, di mana anggapan-anggapan yang telah Jama dianut secara 
mendalam ternyata pada akhirnya ditolak, Apukah kerendahan hati seperti 
demikian dapat berlaku bagi matematika? Dapatkah kita ragukan bahwa 
prinsip induksi berlaku untuk bilangan asli? Dapatkah kita ragukan bahwa 3 
+ 6= 9? Apakah pernah terjadi revolusi-revolusi dalam matematika sehingga 
anggapan-anggapan yang telah lama dianut akhirnya ditolak? Sebaliknya, 
metodologi matematis tidak tampak probabilistik seperti metodologi dalam 
sains. Tidak seperti sains, matematika berkembang melalui bukti. Suatu bukti 
yang benar dapat mengeliminasi seluruh keraguan rasional, tidak hanya 
semua keraguan yang masuk akal. Suatu demonstrasi atau buku matematis 
harus menunjukkan bahwa premis-premisnya secara logis menyimpulkan 
konklusinya. Tidaklah mungkin premis-premisnya benar sedangkan 
konklusinya salah 


5 
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1.4 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA 6 


Pada setiap kasus, kebanyakan cendikiawan setuju bahwa pernyataan- 
pernyataan matematis dasar memiliki tingkat kepastian tinggi. Lebih 
mutlaknya, bagaimana mungkin pernyataan-pernyataan matematis dasar 
salah? Bagaimana mungkin semua itu diragukan oleh mahluk yang berpikir, 
kecuali penganut skeptis yang memandang bahwa segala sesuatu seharusnya 
diragukan? Matematika tampak bersifat esensial bagi tiap jenis penalaran. 
Jika, misalnya, sebagai bagian dari suatu eksperimen berpikir filosofis, kita 
meragukan matematika dasar, maka bagaimana kemudian hendaknya kita 
berpikir? 

Frasa “a priori” kurang lebih berarti “sebelum pengalaman” atau “tidak 
terikat oleh pengalaman.” Suatu pernyataan didefinisikan sebagai diketahui a 


priori jika pengetahuan itu tidak didas: 
serangkaian khusus kejadian di dunia nyata” (Blackburn, 1994: 21). Contoh- 


an pada sebarang “pengalaman atas 


scontoh paling khas dari pernyataan sema 
(pernyataan-pernyat 
pernyataan diketahui “a posteriori” atau “secara empiris” jika ia tidak 


am ini barangkali adalah 


an dalam logika dan matematika. Di sisi lain, suatu 


diketahui secara a priori, Suatu pernyataan yang benar adalah a priori jika ia 
Wapat diketahui secara a priori, dan suatu pernyataan yang benar adalah a 
posteriori jika ia tidak dapat diketahui secara a priori—jika pengalaman 
dengan dunia (di luar apa yang diperlukan untuk menangkap konsep-konsep 
itu) diperlukan untuk mengetahui pernyataan tersebut 

Untuk memahami hakikat matematika dan mengikuti sejarahnya, 
tampaknya kita memang perlu membahas sifat kemestian dan a prioritas dari 
matematika, untuk selanjutnya memahami bagaimana gagasan-gagasan itu 
berlaku pada matematika. Namun demikian terdapat tensi penting dalam 
pandangan yang dianggap sebagai “rute tradisional” di atas. Matematika 
bersifat esensial bagi pendekatan sains terhadap dunia, dan sains bersifat 
empirik, terlepas dari pengaruh-pengaruh rasionalisme, Jadi, bagaimana 
pengetahuan a priori tentang kebenaran-kebenaran yang bersifat mesti 
ternyata menjadi bagian penting dalam pengumpulan pengetahuan yang 
bersifat empirik? 

Di sisi lain, terdapat sebuah alternatif pandangan, yang seringkali disebut 
pandangan non-tradisional. Beberapa empiris mengemukakan bahwa prinsip- 
prinsip matematis tidak bersifat mesti atau diketahui a priori, barangkali 
karena selayaknya udak ada pernyataan mana pun mendapatkan posisi yang 
istimewa seperti itu. Namun demikian, sebagai konsekuensinya, para 
penganut pandangan ini memikul beban pertanyaan mengapa tampak bahwa 
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matematika adalah mesti dan a priori. Kita tidak dapat mengabaikan begitu 
saja anggapan yang telah sedemikian lama bertahan tentang status istimewa 
dari matematika. Maksudnya, seandainya pun anggapan-anggapan tradisional 
tentang matematika keliru, tetapi tentu ada sesuatu tentang matematika yang 
telah membuat sedemikian banyak orang yakin bahwa ia bersifat mesti dan 
dapat diketahui secara a priori. 


B. OBJEK DAN OBJE 


"TVITAS DALAM MATEMATIKA 


Saat kita mengkaji hakikat matematika, kita dihadapkan pada beraneka 
ragam perkara. Misalnya, tentang apakah matematika itu? 


matematika diperoleh? Bagaimana kita mengetahui matematika? Apakah 


Bagaimana 


metodologi dari matematika, dan sejauh mana metodologi itu reliabel? 
Apakah arti dari pernyataan-pernyataan matematis? Apakah kita memiliki 
konsepsi yang tetap dan tidak ambigu tentang konsep-konsep dan ide-ide 
matematis yang pokok? Apakah kebenaran matematis bersifat bivalen, dalam 
arti bahwa setiap kalimat matematis yang telah tersusun baik dan tidak 
ambigu adalah tetap benar atau tetap salah? Apakah logika yang tepat bagi 
matematika? Sejauh mana prinsip-prinsip matematika bersifat objektif dan 
tidak terikat oleh pikiran, bahasa, dan struktur sosial dari pard 


matematikawan? Apakah setiap kebenaran matematis dapat diketahui? 

| 
Apakah hubungan antara matematika dan sains yang menjadikan matematika 
mungkin diaplikasikan dalam sains? 


1. Objek 

Wacana matematis menunjuk pada jenis-jenis obyek yang istimewa, 
seperti bilangan, titik. fungsi, dan himpunan. Perhatikan sebuah teorema 
kuno bahwa untuk setiap bilangan asli n, terdapat suatu bilangan prima m > 
n. Dari sini dapat disimpulkan bahwa tidak terdapat bilangan prima terbesar, 
sedemikian hingga terdapat bilangan prima dalam jumlah tak hingga. 
Seudaknya di permukaan, teorema ini tampak berkaitan dengan bilangan- 
bilangan. Namun demikian, apakah semua ini? Apakah kita hendaknya 
menerima bahasa matematis begitu saja dan menyimpulkan bahwa bilangan, 
titik, fungsi, dan himpunan memang ada? Jika itu semua ada, apakah mereka 
lepas dari matematikawan, pikirannya, bahasa, dan sebagainya? Definisikan 
realisme dalam ontologi sebagai pandangan bahwa sekurang-kurangnya 
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matematika adalah mesti dan a prior, Kita tidak dapat mengabaikan begitu 
Saja anggapan yang telah sedemikian lama bertahan tentang status istimewa 
dari matematika. Maksudnya, seandainya pun anggapan-anggapan tradisional 
tentang matematika keliru, tetapi tentu ada sesuatu tentang matematika yang 
telah membuat sedemikian banyak orang yakin bahwa ia bersifat mesti dan 
dapat diketahui secara a priori. 


B. OBJEK DAN OBJEKTIVITAS DALAM MATEMATIKA 


Saat kita mengkaji hakikat matematika, kita dihadapkan pada beraneka 
ragam perkara, Misalnya, tentang apakah matematika itu? Ba 
matematika diperoleh? Bagaimana kita mengetahui matematika? Apakah 
metodologi dari matematika, dan sejauh mana metodologi itu reliabel? 
„Apakah arti dari pernyataan-pernyataan matematis? Apakah kita memiliki 
konsepsi yang tetap dan tidak ambigu tentang konsep-konsep dan ide-ide 
matematis yang pokok? Apakah kebenaran matematis bersifat bivalen, dalam; 
arti bahwa setiap kalimat matematis yang telah tersusun baik dan tidak 


hmbigu adalah tetap benar atau tetap salah? Apakah logika yang tepat bagi | 


dimana 


matematika? Sejauh mana prinsip-prinsip matematika bersifat objektif dan 
tidak terikat oleh pikiran, bahasa, dan struktur sosial dari para! 
matematikawan? Apakah setiap kebenaran matematis dapat diketahui? | 
Apakah hubungan antara matematika dan sains yang menjadikan matematika 
mungkin diaplikasikan dalam sains? 


1. Objek 

Wacana mutematis menunjuk pada jenis-jenis obyek yang istimewa, 
seperti bilangan, titik, fungsi, dan himpunan. Perhatikan sebuah teorema 
kuno bahwa untuk setiap bilangan asli n, terdapat suatu bilangan prima m > 
n. Dari sini dapat disimpulkan bahwa tidak terdapat bilangan prima terbesar, 
sedemikian hingga terdapat bilangan prima dalam jumlah tak hingga. 
Setidaknya di permukaan, teorema ini tampak berkaitan dengan bilangan- 
bilangan. Namun demikian, apakah semua ini? Apakah kita hendaknya 
menerima bahasa matematis begitu saja dan menyimpulkan bahwa bilangan, 
titik, fungsi, dan himpunan memang ada? Jika itu semua ada, apakah mereka 
lepas dari matematikawan, pikirannya, bahasa, dan sebagainya? Definisikan 
realisme dalam ontologi sebagai pandangan bahwa sekurang-kurangnya 
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beberapa objek matematis ada secara objektif, tidak terikat pada 
matematikawan 

Realisme dalam ontologi berlawanan dengan pandangan-pandangan 
seperti idealisme dan nominalisme. Seorang idealis menerima bahwa objek- 
objek matematis ada, tetapi objek-objek itu tergantung pada pikiran manusia 
Dia menganggap bahwa objek-objek adalah konstruk yang timbul dari 
aktivitas mental masing-masing matematikawan, Ini suatu idealisme 
subjektif. Para idealis lain memandang objek-objek matematis sebagai bagian 
dari susunan mental yang dimiliki seluruh manusia. Ini adalah idealisme 
intersuhjektif, Semua penganut idealisme meyakini kontra-fakta bahwa jika 
tidak ada pikiran, maka tidak akan ada objek-objek matematis, Para idealis 


realis ontologis menyangkal kontra-fakta tersebut, menegaskan bahwa objek- 


objek matematis bersifat lepas atau independen dari pikiran 
a Nominalisme adalah suatu sangkalan lebih radikal terhadap eksistensi 
Objektif dari objek-objek matematis. Salah satu versinya berpandangan 
bahwa objek-objek matematis hanya merupakan konstruksi-konstruksi 
linguistik. Beberapa nominalis lain menolak pembedaan terkait objek-objek 
matematis ini, dengan pandangan bahwa bilangan sembilan, misalnya, 
hanyalah angka “9” (atau sembilan, IX, dsb.). Ini adalah suatu variasi 
hominalisme lebih tradisional yang terkait dengan apa yang disebut 
Suniversal-universal,” seperti warna dan bentuk, Saat ini, para skeptik lebih 
Cenderung menyangkal eksistensi objek-objek matematis daripada 
mengkonstsruksi objek-objek itu dari bahasa. Nihilisme matematis ini disebut 
juga “nominalisme.” 

Versi-versi umum dari realisme dalam ontologi menjelaskan kemestian 
dari matematika: Jika bidang kajian dari matematika adalab sebagaimana 


yang dikatakan para realis, maka kebenaran-kebenaran matematika tidak 
terikat oleh apa pun yang mungkin tentang semesta fisik dan apa pun yang 
mungkin tentang pikiran manusia, komunitas para matematikawan, dan 
sebagainya. Bagaimana tentang pengetahuan a priori? Keterkaitan dengan 
Plato menyiratkan eksistensi keterhubungan kuasi-mistis antara manusia 
dengan realm matematis yang abstrak dan terpisah. Kemampuan ini, kadang 
disebut 


intuisi matematis”, dianggap menuju ke pengetahuan pernyataan- 
pernyataan matematis dasar, misalnya aksioma-aksioma dari beragam teori. 
Namun demikian, intuisi matematis ini ditolak oleh penganut naturalisme 
yang berpandangan bahwa sebarang kemampuan epistemik harus tunduk 
kepada kajian ilmiah yang lazim dalam sains, Dengan penolakan terhadap 
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hubungan kuasi-mistis, seorang realis ontologis tersudutkan oleh misteri 
epistemik yang dalam. 

Jika objek matematis adalah bagian dari suatu realm matematis yang 
bersifat lepas, abadi, dan akausal, maka bagaimana mungkin manusia 


memperoleh pengetahuan tentang objek-objek tersebut? Jika ada seorang 
realis yang juga nominalis, maka tantangan baginya adalah menunjukkan 
bagaimana mahluk fisik di semesta fisik dapat mengetahui tentang objek- 
objek abstrak seperti bilangan. titik, dan himpunan. 

Di sisi lain, hadir pandangan-pandangan dari anti-realisme. Jika 
bilangan, misalnya, adalah kreasi dari berpikir manusia dan inheren dalam 


pikiran manusia, seperti dikemukakan oleh para idealis, maka pengetahuan 
matematis dari beberapa segi merupakan pengetahuan tentang pikiran kita 
sendiri, Matematika bersifat a priori sepanjang bahwa pengetahuan tentang 
a diri sendiri ini bersifat independen dari pengalaman inderawi. Serupa 
demikian, kebenaran matematis akan bersifat mesti sepanjang bahwa struktur 
pikiran manusia juga bersifat mesti. Pada pandangan-pandangan seperti ini, 


persoalannya adalah menyelesaikan gambaran yang dianggapkan tentang 


objek-objek matematis dengan realm utuh matematika sebagaimana id 
dipraktikkan. 

Jika objek-objek dikonstruksi dari item-item linguistik, maka 
pengetahuan matematis adalah pengetahuan bahasa. Tidaklah jelas apd 
jadinya tesis-tesis bahwa kebenaran matematis bersifat mesti dan diketahui 4 
priori. Itu akan bergantung pada pandangan-pandangan nominalisme tentang 
bahasa. Pengetahuan matematis akan a prion diketahui sepanjang bahwa 
pengetahuan kita tentang bahasa adalah a priori. Sekali lagi, masalah 
utamanya adalah menyelaraskan pandangan itu dengan cakupan utuh 
matematika. Akhirnya, jika tidak terdapat objek-objek matematis, seperti 
beberapa nominalis katakan, maka pernyataan-pernyataan matematis 
hendaknya ditafsirkan tanpa melibatkan referensi ke objek-objek matematis, 
atau, alternatifnya, seorang nominalis harus memandang bahwa pernyataan- 
pernyataan matematis salah secara sistematis (dan, dengan begitu, tidak 
mesti) atau kosong. Sama halnya, seorang nominalis harus menafsirkan 
pengetahuan matematis dalam kaitan selain pengetahuan objek-objek 
matematis, atau jika tidak demikian, mengargumentasikan bahwa sama sekali 
tidak ada pengetahuan matematis (sehingga tidak ada pengetahuan matematis 
a priori). 
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2. Kebenaran 

Untuk memahami bakikat matematika, kita pun hendaknya mencermati 
bahasa dari matematika. Apakah arti dari pernyataan-pernyataan matematis? 
Apakah bentuk logis dari pernyataan-pernyataan itu? Apakah semantik 
terbaik untuk bahasa matematis? George Kreisel seringkali dipandang 
sebagai pelopor pergeseran fokus dari eksistensi objek-objek matematis ke 
objektivitas dalam wacana matematis. Selanjutnya, definisikan realisme 
dalam milai kebenaran sebagai pandangan bahwa pernyaraan-pernyataan 
matematis memiliki nilai-nilai kebenaran objektif yang lepas dari pikiran, 
bahasa, konvensi, dan sebagainya dari para matematikawan, 

Oposisi dari pandangan di atas adalah anti-realisme dalam nilai 
kebenaran, suatu tesis bahwa jika pernyataan-pernyataan matematis memang 
memiliki nilai-nilai kebenaran, maka nilai-nilai kebenaran itu terikat pada 
gmatematikawan. Sebuah versi anti-realisme nilai kebenaran yaitu bahwa 
pem an-pernya 
berdasarkan pikiran manusia atau berdasarkan aktivitas mental manusia yang 
Sebenarnya atau yang mungkin. Pada pandangan ini, kita menjadikan 
beberapa pernyataan seb 
pikiran manusia bagaimanapun mengatur kebenaran matematis. Ini adalah 
Suatu idealisme dalam nilai kebenaran. Namun demikian, pandangan ini tidak 


n yang tidak ambigu memperoleh nilai-nilai kebenaran 


gai benar atau salah, dalam arti bahwa struktur 


menyimpulkan bahwa kita memutuskan apakah suatu pernyataan tertentu 
Sebagai benar atau salah. 

Bagian dari apa yang menjadikan pernyataan-pernyataan matematis itu 
objektif adalah kemungkinan bahwa kebenaran dari beberapa pernyataan 
berada di luar kemampuan manusia untuk mengetahuinya, Artinya, para 
realis dalam nilai kebenaran menerima kemungkinan adanya kebenaran 
matematis yang tidak dapat diketahui, Berdasarkan pandangan ini, kebenaran 
adalah satu hal, dan ke-dapat-diketahui-an adalah satu hal lainnya. Di sisi 


lain, seorang anti-realis nilai kebenaran berpandangan bahwa semua 
kebenaran matematis dapat diketahui. Jika, dalam satu segi, pernyataan- 
pernyataan matematis mendapatkan nilai-nilai kebenaran berdasarkan 
pikiran, maka akan masuk akal untuk diyakini bahwa tidak ada kebenaran 
matematis yang berada di luar kemampuan manusia untuk mengetahuinya: 
untuk sebarang pernyataan matematis D, jika D benar maka, pada prinsipnya, 
(D dapat diketahui. 

Terdapat pula perbedaan pandangan dalam segi semantik. Seorang realis 


dalam nilai kebenaran memandang bahwa bahasa matematis bersifat bivalen, 
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dalam arti bahwa tiap pernyataan yang tidak ambigu adalah tetap benar atau 
tetap salah. Namun demikian, banyak anti-realis yang meragukan bivalensi, 
gargumentasikan bahwa pikiran dan/atau dunia tidak mungkin 
menentukan, dari setiap pernyataan matematis yang tidak ambigu, apakah 
pernyataan itu benar atau salah. Beberapa anti-realis berpandangan bahwa 


me 


logika klasik harus digantikan oleh logika intuisionistik, yang selanjutnya 
mengarah kepada tuntutan revisi-revisi dalam matematika yang didasarkan 
pada filsafat. 

Suatu versi anti-realisme dalam nilai kebenaran yang lebih radikal 
memandang bahwa pernyataan-pernyataaun matematis sama sekali tidak 
memiliki nilai kebenaran (yang bersifat tidak trivial, tidak kosong). Dengan 
demikian. tidak pula terdapat pengetahuan matematis, sepanjang kita setuju 
bahwa “D diketahui” menyimpulkan “® adalah benar,” Jika seorang anti- 
realis yang menganut pandangan demikian tidak ingin menimbulkan 
kekeliruan dan kebingungan besar dalam keseluruhan komunitas matematika 
dan sains, maka dia harus menjelaskan apa yang dipandang sebagai! 
pengetahuan matematis. | 

Terdapat suatu aliansi yang kuat antara realisme dalam nilai kebenaran 
dan realisme dalam ontologi. Seorang realis nilai kebenaran lebih wa 
menyatakan bahwa beberapa pernyataan adalah benar secara objektif + 
independen dari para matematikawan. Tesis ontologis bahwa bilangang 
bilangan ada secara objektif mungkin tidak ditarik secara langsung dari tesis 
semantik realisme nilai kebenaran, Barangkali terdapat kebenaran-kebenaran 
objektif tentang entitas-entitas yang tidak terikat pada pikiran. Namun 
demikian, eksistensi objektif dari objek-objek matematis sekurang-kuran; 
diisyaratkan oleh kebenaran objektif dari pernyataan-pernyataan matematis, 


a 


Perspektif ini mengikhtisarkan sebagian dari dilema yang diajukan dalam 
artikel “Mathematical Truth” oleh Paul Benacerraf (1973), sebuah tulisan 
yang terus mendominasi diskusi masa kini dalam filsafat matematika. 


C. HUBUNGAN ANTARA MATEMATIKA DAN SAINS 


Matematika dalam beragam bentuknya sangat penting bagi dunia dewasa 


ini (meski ini mungkin tidak tampak dengan jelas bagi sebagian pihak luar) 
Terlepas dari otonomi dasarnya, upaya pengembangan matematika lanjut 


pada dua dekade terakhir telah terkait erat dengan kemajuan berbagai bidang 
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sains, Ini tampak dengan memperhatikan aplikabilitas dari beragam area 
matematika, selain sejarah matematika dan pendidikan matematika. 
Misalnya, teori peluang dan statistika matematis, fisika matematis, 
metode numerik dan perhitungan, aspek-aspek matematis sains komputer, 
aplikasi-aplikasi matematika pada sains-sains non-fisika berkaitan erat 
dengan beruneka ragam bidang sains dan teknologi. Selain itu. terdapat 
bidang-bidang matematis yang berkaitan langsung dengan praktik pada teori 
dan prakuk dalam sains-sains alam, misalnya geometri, topologi, geometri 
aljabar, analisis kompleks, grup Lie dan representasinya, analisis real dan 
analisis fungsi, persamaan turunan parsial, serta persamaan turunan biasa dan 
sistem dinamis. Akhirnya, logika dan fondasi-fondasi matematis, aljabar, 
teori bilangan, serta matematika diskrit dan kombinatorik, semuanya 
memiliki hubungan sangat penting dengan sains komputer 
- Namun demikian, interaksi-interaksi antara matematika dan sains 


bersifat ekstensif, jauh lebih dari sekedar beberapa cabang yang kadang- 
kadang disebut “matematika terapan.” Jalan-jalan yang kaya dan beraneka 
fagam saling menghubungkan matematika dan sains. Sebagaimana dikatakan 


Oleh Nicolas Goodman (1979: 550), “sebagian besar cabang matematika 
kecara sangat langsung menerangi bagian dari alam. Geometri terkait dengan 
tuang. Teori peluang mengajari kita tentang proses-proses acak. Teori grup 
menjelaskan simetri. Logika mendeskripsikan inferensi rasional. Banyak 
bagian dari analisis diciptakan untuk mempelajari proses-proses tertentu dan 
masih mutlak diperlukan untuk studi proses-proses tersebut. Ini adalah suatu 
realitas praktis bahwa teorema-teorema terbaik kita memberikan keterangan 
tentang dunia konkret.” 

Berdasarkan hal di atas, kita melihat adanya hubungan antara 
matematika dan wacana lain termasuk wacana sains dan wacana biasa, 
Dengan memperhatikan interaksi-interaksi intensif ini, kita dapat mulai 


dengan hipotesis bahwa terdapat hubungan antara bidang kajian matematika 


(apa pun itu) dan bidang kajian sains (apa pun itu), dan bahwa bukanlah suatu 
kebetulan bahwa matematika berlaku pada realitas materi. 

Terdapat indikasi bahwa sebagian besar kerja teoretis dan praktis dalam 
sains adalah mengkonstruksi dan mengungkap model-model matematis bagi 


fenomena fisika. Banyak persoulan dalam bidang sains dan teknik merupa 
tugas-tugas untuk menemukan persamaan turunan, rumus, atau fung: 


an 


yang 
berkaitan dengan suatu kelas fenomena. “Penjelasan” dari suatu peristiwa 
fisika seringkali menjadi tidak lebih dari suatu deskripsi matematis 
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sains, Ini tampak dengan memperhatikan aplikabilitas dari beragam area 
matematika, selain sejarah matematika dan pendidikan matematika. 
Misalnya, teori peluang dan statistika matematis, fisika matematis, 
metode numerik dan perhitungan, aspek-aspek matematis sains komputer, 
aplikasi-aplikasi matematika pada sains-sains non-fisika berkaitan erat 
dengan beruneka ragam bidang sains dan teknologi. Selain itu. terdapat 
bidang-bidang matematis yang berkaitan langsung dengan praktik pada teori 
dan prakuk dalam sains-sains alam, misalnya geometri, topologi, geometri 
aljabar, analisis kompleks, grup Lie dan representasinya, analisis real dan 
analisis fungsi, persamaan turunan parsial, serta persamaan turunan biasa dan 
sistem dinamis. Akhirnya, logika dan fondasi-fondasi matematis, aljabar, 
teori bilangan, serta matematika diskrit dan kombinatorik, semuanya 
memiliki hubungan sangat penting dengan sains komputer 
- Namun demikian, interaksi-interaksi antara matematika dan sains 


bersifat ekstensif, jauh lebih dari sekedar beberapa cabang yang kadang- 
kadang disebut “matematika terapan.” Jalan-jalan yang kaya dan beraneka 
fagam saling menghubungkan matematika dan sains. Sebagaimana dikatakan 


Oleh Nicolas Goodman (1979: 550), “sebagian besar cabang matematika 
kecara sangat langsung menerangi bagian dari alam. Geometri terkait dengan 
tuang. Teori peluang mengajari kita tentang proses-proses acak. Teori grup 
menjelaskan simetri. Logika mendeskripsikan inferensi rasional. Banyak 
bagian dari analisis diciptakan untuk mempelajari proses-proses tertentu dan 
masih mutlak diperlukan untuk studi proses-proses tersebut. Ini adalah suatu 
realitas praktis bahwa teorema-teorema terbaik kita memberikan keterangan 
tentang dunia konkret.” 

Berdasarkan hal di atas, kita melihat adanya hubungan antara 
matematika dan wacana lain termasuk wacana sains dan wacana biasa, 
Dengan memperhatikan interaksi-interaksi intensif ini, kita dapat mulai 


dengan hipotesis bahwa terdapat hubungan antara bidang kajian matematika 


(apa pun itu) dan bidang kajian sains (apa pun itu), dan bahwa bukanlah suatu 
kebetulan bahwa matematika berlaku pada realitas materi. 

Terdapat indikasi bahwa sebagian besar kerja teoretis dan praktis dalam 
sains adalah mengkonstruksi dan mengungkap model-model matematis bagi 


fenomena fisika. Banyak persoulan dalam bidang sains dan teknik merupa 
tugas-tugas untuk menemukan persamaan turunan, rumus, atau fung: 


an 


yang 
berkaitan dengan suatu kelas fenomena. “Penjelasan” dari suatu peristiwa 
fisika seringkali menjadi tidak lebih dari suatu deskripsi matematis 


= 3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


9:46 YAN 


< Library = Hal 1.11 


® PEMA4101/ MODUL 1 1.11 


tentangnya. Namun, apakah yang dimaksud dengan deskripsi matematis dari 
peristiwa fisika? Jelaslah, suatu struktur, deskripsi, model, atau teori 
matematis tidak dapat berperan sebagai penjelasan bagi peristiwa non- 
matematis tanpa suatu penjelasan tentang hubungan antara matematika itu 
sendiri dan realitas dalam sains. Tanpa adanya penjelasan semacam itu, 
bagaimana penjelasan-penjelasan dalam matematika/sains dapat meniadakan 
setiap kekaburan—terutama jika ketidakjelasan baru yang lebih menyulitkan 
dikemukakan 

Kita sedikitnya memiliki dua pertanyaan: Bagaimana matematika 
diterapkan dalam penjelasan dan deskripsi sains? Apakah penjelasan 
(filosofis) untuk aplikabilitas matematika pada sains? Kita menerapkan 
konsep-konsep matematis—misalnya, bilangan, fungsi, integral, ruang 
Hilber—dalam mendeskripsikan fenome 


a non-malematis. Kita pun 
n menerapkan feorema-teorema matematika dalam menentukan fakta-fakta 
tentang dunia dan bagaimana dia bekerja | 

Mark Steiner (1995) menggolongkan masalah-masalah filosofis yang 

masuk ke dalam rubrik “menerapkan matematika,” Salah satu kelompok 

masalah itu terkait dengan masalah semantik, Persoalannya adalah 


menemukan suatu interpretasi bahasa yang meliputi konteks-konteks “muri? 
dan “campuran,” sedemikian hingga bukti-bukti dalam matematika dapaf 
digunakan secara langsung dalam konteks-konteks sains. Kelompok masalah 
yang kedua bersifat metafisik. Bagaimana objek-objek matematis (jika ada) 
berelasi dengan dunia fisik. sedemikian hingga aplikasi-aplikasi menjadi 
mungkin? Pada sudut pandang realisme ontologis yang lazim, misalnya, 
matematika adalah tentang suatu realm objek-objek abstrak yang lembam 
secara kausal. Pada pandangan idealisme yang lazim, matematika adalah 
tentang aktivitas mental, Pada kedua kasus tersebut, bagaimana hal-hal 
seperti itu memberitahu kita tentang bagaimana dunia fisik bekerja? 
Kelompok ketiga terkait dengan perkara mengapa konsep-konsep dan 
formalisme-formalisme tertentu dari matematika seringkali berguna dalam 
mendeskripsikan realitas empirik. Apakah tentang dunia fisik yang 
menjadikan aritmetik sedemikian aplikabel? Apakah tentang dunia fisik yang 
menjadikan teori grup dan ruang-ruang Hilbert sedemikian sentral dalam 
mendeskripsikannya? Steiner menyebutkan bahwa kita sungguh memiliki 
masalah yang berbeda untuk tiap konsep terapan, sehingga kita sebaiknya 
tidak mengharapkan solusi yang seragam. 
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Masalah-masalah itu terjadi pada beberapa tingkatan, Pertama, seseorang 
mungkin bertanya bagaimana suatu fakta matematis rerrenru dapat berperan 
sebagai penjelasan bagi peristiwa non-matematis tertentu Bagaimana suatu 
fakta matematis menjadikan suatu peristiwa fisika terpahami? Pada kasus ini, 
jawaban yang memadai memuat suatu deskripsi terperinci tentang teori sains 
yang relevan yang mengaitkan suatu kelus fungsi-fungsi tertentu dengan 
suatu kelas fenomena fisika tertentu 

Ludwig Wittgenstein menuliskan bahwa semua penjelasan pastilah 
abis” pada suatu titik, di mana keingintahuan kita terpenuhi atau kita 


menyadari bahwa kita harus berhenti bertanya lebih jauh, tetapi barangkali 
kita belam mencapai titik tersebut, Kita mungkin bertanya-tanya apakah 
hubungan antara suatu kelas objek-objek matematis, misalnya fungsi-fungsi 
bernilai real. dengan fenomena fisik. Ini membawa kajian kita ke tingkatan 
slainnya. Kita sekarang mempertanyakan relevansi suatu teori matematis/sains 
Tertentu secara keseluruhan. Mengapa teori itu bekerja? Salah satu jawaban 
yang mungkin adalah dengan menyebutkan bahwa penggunaan-pengunaan 
Matematika yang serupa berperan penting dalam metodologi sains. Jika 
(pertanyaan berlanjut. kita dapat mengemukakan keberhasilan metodologi ini 
Malam memprediksi dan mengontrol dunia. Tetapi, jika kita belum mencapai 
titik habis dari Wittgenstein tadi, maka terdapat tingkatan ketiga dalam kajian 


Ini. Bagaimana tentang keseluruhan upaya matematika/sains, atau sedikitnya 
Mentang bagian-bagian “matematis” dari upaya itu? Mengapa matematika 
esensial bagi sains? Apakah perannya? Penjelasan tentang ini merupakan 
bidang sah dari filsafat. 


Ww LATIHAN 


== 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Matematika terlibatkan dalam banyak upaya manusia untuk memperoleh 
pengetahuan. Jelaskan tentang sifat kebenaran dari pengetahuan 
matematis, Berikan contohnya! 

2) Pengetahuan ilmu sains diakui bersifat “kemungkinan,” “kebetulan,” 
atau “contingent. Apakah maksud dari pernyataan tersebut? Jelaskan 
dengan contoh dari sejarah sains. 
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3) Apakah yang unik dalam metodologi pemerolehan pengetahuan 
malematis sehingga ia tidak bersifat probabilitistik seperti metodologi 
dalam sains? Jelaskan. 

4) Bagaimanakah jadinya seandainya matematika ternyata salah? Jelaskan 
jawaban Anda dengan mengaitkan matematika dengan proses berpikir 
manusia. 

5) Jelaskan makna dari suatu pernyataan yang “diketahui a priori” dan 
pernyataan yang diketahui “a posteriori.” 

6) Wacana matematis menyebutkan jenis-jenis obyek istimewa, misalnya 
bilangan, titik, fungsi, dan himpunan. Jelaskan bagaimana penganut 
masing-masing aliran berikut ini memandang eksistensi objek-objek 
matematis 

7) Realisme dalam ontologi b) idealisme subjektif dan inter-subjekuf, 

- 8) Jelaskan bagaimana penganut aliran nominalisme memandang eksistensi 

objek-objek matematis! | 
9) Jelaskan pandangan realisme dalam ontologi tentang kemestian 


matematika! | 
10) Jelaskan perbedaan antara realisme dan anti-realisme dalam nilai 
kebenaran! 
11) Jelaskan hubungan antara matematika dan sains menurut Goodman 


(1979). | 
Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Sifat kebenaran dari pengetahuan matematis adalah mesti. Misalnya, 4 + 
5 = 9, dan hasil-hasil dari operasi-operasi hitung lainnya yang dilakukan 
dengan benar, kita tidak bisa katakan itu salah. 

2) Para ilmuwan sains mengakui bahwa tesis-tesis fundamental mereka 
mungkin saja salah, Kerendahan hati ini didasari oleh sejarah revolusi- 
revolusi sains, di mana anggapan-anggapan yang telah lama dianut 
secara mendalam ternyata pada akhirnya ditolak. Misalnya, Bumi adalah 
pusat dari alam semesta, jumlah planet dalam tata surya kita ada 
sembilan (kimi delapan, setelah status Pluto berubah menjadi planet 
kerdil), 

3) Metodologi matematis tidak tampak probabilistik seperti metodologi 
dalam sains karena matematika berkembang melalu bukti. Suatu bukti 
yang benar dapat mengeliminasi seluruh keraguan rasional, tidak hanya 
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keraguan yang masuk akal. Suatu demonstrasi atau bukti matematis 
harus menunjukkan bahwa  premis-premisnya secara logis 
menyimpulkan konklusinya 

Matematika tampak bersifat esensial bagi tiap jenis penalaran. Jika, 
misalnya, sebagai bagian dari eksperimen berpikir kita ragukan 
matematika dasar, maka kemudian muncul pertanyaan bagaimana 
hendaknya kita berpikir tanpa matematika atau logika matematis, 

Suatu pernyataan didefinisikan sebagai diketahui a priori jika ia tidak 
didasarkan pada sebarang “pengalaman atas serangkaian khusus kejadian 
di dunia nyata" (Blackburn, 1994: 21). Contoh-contoh paling khas dari 
pernyataan semacam ini adalah pernyataan-pernyataan dalam logika dan 
matematika. Suatu pernyataan diketahui “a posteriori” atau “ 


se 
empiris” jika ia tidak diketahui seca 
Berikut ini adalah penjelasan ringkasnya: 

a) Realisme dalam ontologi: Seorang realis ontologis memandang 


a prior. 


sekurang-kurangnya beberapa objek matematis ada secara objektif, 
tidak terikat pada matematikawan 
b) Idealisme: Seorang idealis menerima bahwa objek-objek matematis 
ada, tetapi objek-objek itu tergantung pada pikiran manusia 
Idealisme subjektif: Objek matematis adalah konstruk-konstruk 
yang timbul dari aktivitas mental masing-masing matematikawan 
Idealisme inter-subjektif: Objek-objek matematis adalah bagian dari 
susunan mental yang dimiliki oleh seluruh umat manusia. 
Seorang nominalis menyangkal secara lebih radikal terhadap eksistensi 
objektif dari objek-objek matematis. Salah satu versinya memandang 
objek-objek matematis hanya merupakan  konstruksi-konstrukst 
linguistik. Versi nominalisme lebih tradisional yang terkait dengan 
“universal-universal", seperti warna dan bentuk, menolak pembedaan 
terkait objek-objek matematis ini, dengan pandangan bahwa bilangan 
sembilan. misalnya, hanyalah angka “9” (atau sembilan, TX, dsb.). 
Realisme dalam ontologi menjelaskan kemestian dari matematika: Jika 
bidang kajian matematika adalah sebagaimana yang dikatakan oleh para 
realis (bahwa sekurang-kurangnya beberapa objek matematis ada secara 
objekuD, maka kebenaran-kebenaran matematika tidak terikat oleh apu 
pun yang mungkin tentang semesta fisik dan apa pun yang mungkin 
tentang pikiran manusia, komunitas para matematikawan, dan 
sebagainya. 
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9) Realisme dalam nilai kebenaran: pernyataan-pernyataan matematis 


memiliki nilai-nilai kebenaran objektif yang lepas dari pikiran, bahasa, 


konvensi. dan sebagainya. dari para matematikawan. Anti-realisme 
dalam nilai kebenaran: Jika pernyataan-pernyataan matematis memang 
memiliki nilai-nilai kebenaran, maka nilai-nilai kebenaran itu terikat 
pada para matematikawan 
10) Nicolas Goodman (1979: 550) mengemukakan bahwa sebagian besar 
cabang matematika sangat langsung menerangi bagian dari alam. 
an 
ka 
ak 


bagian dari analisis diciptakan untuk mempelajari proses-proses tertentu 


Misalnya, geometri terkait dengan ruang, teori peluang membicarak, 


proses-proses acak, teori grup menjelaskan simetri, logi 


mendeskripsikan inferensi rasional, dan sebagainya. Lebih lanjut, bany 


dan masih mutlak diperlukan untuk studi proses-proses tersebut, Ini 
merupakan suatu realitas praktis bahwa teorema-teorema terbaik dalany 


matematika memberikan keterangan tentang dunia konkret 


— 


= 
<) RANGKUMAN 
525 


Matematika terlibatkan dalam banyak sekali upaya umat manusia 
untuk memperoleh pengetahuan. Interaksi antara matematika dan sains 
bersifat ekstensif, jauh lebih daripada sekedar beberapa cabang yang 
kadang-kadang disebut matematika terapan. Sebagian besar cabang 
matematika secara sangat langsung menerangi bagian dari alam. 

Namun demikian, berbeda dari pernyataan-pernyataan dalam sains, 
pem n dalam matematika dipandang memiliki kebenaran yang 
bersifat mesti, karena matematika berkembang melalui bukti. 
Matematika sering dipandang sebagai suatu paradigma pengetahuan a 
priori, pengetahuan yang mendahului, dan lepas dari, pengalaman. 


ZF TES FORMATIF 1 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Dan pernyataan-pernyataan berikut, manakah yang memiliki kebenaran 
yang mesti? 
A. 7411518 
B. Suhu di bulan memiliki rentang 100°C - 173°C 
C, AIDS adalah penyakit yang tidak dapat disembuhkan. 
D. Setiap lukisan Van Gogh beraliran impresionis. 
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2) Pernyataan-pernyataan berikut ini sampai pada tingkatan tertentu 
mendukung sifat kebenaran yang mesti dari matematika, kecuali .... 

A. Tidak pernah terjadi revolusi dalam matematika yang menyebabkan 
anggapan-anggapan yang telah lama dianut secara mendalam 
ternyata pada akhirnya ditolak 

B. Matematika dikembangkan melalui bukti, dan bukti yang benar 
dapat mengeliminasi seluruh keraguan rasional, tidak hanya 
keraguan yang masuk akal. 

C. Matematika adalah ratu dari sains 

D. Jika matematika ternyata salah, maka muncul masalah besar tentang 
bagaimana hendaknya manusia berpikir dan melakukan penalaran 


3) Suatu pernyataan yang “diketahui a priori” memiliki ciri-ciri sebagai 
berikut, kecuali .... 
A. tidak terikat oleh pengalaman panca-indera 
B. mendahului pengalaman 
C. diketahui secara empirik 
D. diperoleh melalui deduksi logis 


4) Manakah berikut ini pada hakikatnya bukan pernyataan yang “diketahui 
a posteriori”? 
A. Air mendidih pada suhu 100°C. 
B. Pada sebarang segitiga. jumlah dari ketiga sudut dalamnya sama 
dengan dua sudut siku-siku 
C, Jika permintaan barang meningkat, maka harga barang pun naik. 
D. Bulan mempengaruhi pasang-surut air di lautan 


5) Perhatikan pernyataan berikut: “Objek matematis adalah bagian dari 
suatu realm matematis yang bersifat lepas, abadi, dan akausal.” 
Perspektif manakah berikut ini yang menganut pernyataan tersebut? 

A. idealisme 

B. realisme 

C. nominalisme 
D. anti-realisme 


6) Penjelasan-penjelasan tentang “intuisi matematis” di bawah ini benar, 


kecuali ., 

A. menghubungkan manusia dengan realm matematis yang abstrak dan 
terpisah 

B. membimbing manusia kepada pernyataan-pernyataan matematis 
dasar 
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C. ditolak oleh penganut naturalisme yang berpandangan bahwa 
sebarang kemampuan epistemik harus tunduk kepada kajian ilmiah 
yang lazim dalam sains 

D. mengisyaratkan bahwa eksistensi realm matematis terikat pada 
semesta fisik, pikiran manusia, komunitas para matematikawan, dan 
sebagainya 


7) Misalkan seorang filsuf menerima bahwa objek-objek matematis 
memang ada tetapi bergantung pada pikiran manusia, dan bahwa 
pernyataan-pernyataan matematis memiliki nilai-nilai kebenaran yang 
terikat pada para matematikawan, 

Posisi manakah berikut ini yang mencerminkan pandangan filsuf 

tersebut? 

A. “realisme dalam ontologi” dan “realisme dalam nilai kebenaran” 

B. “realisme dalam ontologi“ dan “anti-realisme dalam nilai 
kebenaran” 

“idealisme” dan “realisme dalam nilai kebenaran” 

). “idealisme” dan “anti-realisme dalam nilai kebenaran" 


sn 


8) Beberapu nominalis menyatakan bahwa objek-objek matematis tidak 
adu. Konsekuensi dari pandangan tersebut adalah sebagai berikut, 
kecuali .. | 
A. Pernyataan-pernyataan matematis hendaknya ditafsirkan tanpa 
melibatkan referensi ke objek-objek matematis | 

B. Pengetahuan matematis adalah pengetahuan tentang pikiran kita) 
sendiri. 

C. Pernyataan-pernyataan matematis salah secara sistematis dan, 
dengan begitu, bersifat tidak mesti atau kosong 

D. Seorang nominalis harus mengargumentasikan bahwa pengetahuan 
matematis sama sekali tidak ada, sedemikian hingga tidak ada 
pengetahuan matematis a priori 


9) Interaksi antara matematika dan sains bersifat ekstensif, jauh lebih luas 
daripada hanya beberapa cabang yang kadang-kadang disebut 
“matematika terapan." Beberapa gagasan produktif yang bisa diambil 
dari pernyataan tersebut adalah sebagai berikut, kecuali ..., 

A. Matematika berlaku, artinya memiliki aplikasi-aplikasi, pada realitas 
materi. 

B. Terdapat hubungan antara bidang kajian matematika dan bidang 
kajian sains. 
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C. Hubungan sains dan matematika sebaiknya dibatasi pada 
“matematika terapan” saja. 

D. Filsafat matematika harus menjelaskan hubungan matematika dan 
wacana Sains. 


10) Mark Steiner (1995) menggolongkan masalah-masalah filosofis yang 
masuk ke dalam rubrik “menerapkan matematika” ke dalam kelompok- 
kelompok masalah berikut ini, kecuali 
A. semantik 
B. metafisik 
C. aplikabilitas 
D. realisme versus nominalisme 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 1 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar, 


Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat pengu: 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar | 


aan 


ve Jumlah Jawaban yang Benar É 
Tingkat penguasaan = = x100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%. 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar |, terutama bagian yang 
belum dikuasai 


E3 
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KEGIATAN BELAJAR 2 


Sifat Aksiomatis dari Matematika 


B erbagai perkara dan pertanyaan yang telah dibahas sebelum ini berkaitan 
dengan seluruh matematika dan bahkan seluruh sains. Kegiatan belajar 
ini memberikan gambaran tentang perkara-perkara lebih sempit terkait 
hakikat matematika dari dalam matematika sendiri. Berikut ini, terlebih 
dahulu, kita akan membahas sifat aksiomatis dari matematika dan 
pemerolehan pengetahuan matematis, dengan menggunakan sebuah contoh 
atau kasus klasik terkait bagian geometri dari Elements karya Euclid 


A. SUATU FONDASI DARI EUCLID 


| 
Selama lebih dari dua ribu tahun, Euclid telah menjadi duta kehormatan 

napa 4 2 = | 
geometri Yunani, terutama berkat karya besarnya yang berjudul Elements, 


Generasi demi generasi memandang karya ini sebagai puncak dan mahkota 
dari logika, dan mempelajari Elements adalah cara terbaik untu 
mengembangkan kemampuan penalaran pasti. Namun demikian, pada 
beberapa ratus tahun terakhir ini Elements telah mulai digantikan oleh bukus 
buku teks modern, yung berbeda darinya dalam segi urutan logis, bukti-bukti 
proposisi, dan aplikasi-aplikasi, tetapi hanya berbeda sedikit saja dalani 
kandungan sebenarnya, Di sisi lain, karya Euclid tersebut tetap menjadi 
model utama bagi buku matematika murni 

Siapa pun yang akrab dengan proses intelektual menyadari bahwa isi 
dari Elements tidak mungkin merupakan hasil kerja dari satu orang saja. 
Sedikit saja, jika memang ada, teoremu-teorema dalam Elements yang 
merupakan temuannya sendiri. Kehebatan Euclid bukan dalam kontribusi 
materi asli melainkan dalam keahlian luar biasa untuk mengatur berbagai 
fakta saling lepas yang luas menjadi bahasan definitif geometri Yunani dan 
teori bilangan. Pilihan khusus aksioma, penyusunan proposisi, dan ketegasan 
demonstrasi adalah pencapaiannya sendiri. Satu hasil diperoleh dari hasil 
yang lain dalam urutan logis yang ketat, dengan asumsi-asumsi sesedikit 
mungkin dan sedikit sekali yang berlebihan 

Euclid sadar bahwa untuk menghindari sirkularitas dan memberikan titik 
awal, fakta-fakta tertentu tentang sifat dari pokok bahasan harus diasumsikan 
tanpa bukti, Pernyataan-pernyataan yang diasumsikan secara begitu saja ini, 
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dari mana semua pernyataan lainnya disimpulkan sebagai konsekuensi logis, 
disebut “aksioma” atau “postulat,” Dalam penggunaan tradisional, suatu 
postulat dipandang sebagai “kebenaran yang terbukti dengan sendirinya”, 
dalam penggunaan masa kini, pandangan yang lebih skeptis yaitu bahwa 
postulat merupakan sebarang pernyataan, yang dirumuskan secara abstrak 
tanpa mempertimbangkan “kebenaran”-nya tetapi diterima tanpa justifikasi 
lebih lanjut sebagai fondasi untuk penalaran. Postulat-postulat dari satu segi 
dimaknai sebagai “aturan-aturan permainan” dari mana semua deduksi boleh 
dijalankan—fondasi pada mana keseluruhan teorema didasarkan 

Euclid mencoba untuk membangun keseluruhan bangunan besar 
pengetahuan geometri bangsa Yunani, yang terakumulasi sejak zaman 
Thales, berdasarkan lima postulat untuk sifat geometri yang khusus dan lima 
aksioma yang dimaksudkan berlaku umum untuk semua matematika—dalam 
wicks ini nanti disebut sebagai konsep-konsep umum. Dia kemudian 
menyimpulkan dari 10 asumsi ini suatu rantai logis 465 proposisi, dengan 
(menggunakan asumsi-asumsi tersebut sebagai batu pijakan dalam prosesi 
Wru dari satu proposisi yang telah terbuktikan ke proposisi lainnya. 
(Kehebatannya di sini adalah sedemikian banyak yang dapat diperoleh dari 
sedemikian sedikit aksioma yang dipilihnya secara cermat 

Secara tiba-tiba dan tanpa komentar pendahuluan, buku pertama dari 
Elements dibuka dengan suatu daftar 23 definisi. Definisi-definisi ini antara 
Jain, apa titik itu Cyang tidak memiliki bagian-bagian”) dan apakah garis itu 
(‘yang tidak memiliki lebar”). Daftar definisi tersebut diakhiri dengan: 
“Garis-garis paralel adalah garis-garis lurus yang berada pada bidang yang 
sama dan diperpanjang secara tak terbatas pada kedua arah, tidak berjumpa 
satu sama lain pada arah yang satu maupun satu arah lainnya. Ini semua tidak 
dapat dianggap sebagai definisi dalam pemaknaan modern, melainkan lebih 
sebagai deskripsi-deskripsi naif dari berbagai gagasan yang digunakan dalam 
wacananya. Meski kabur dan tidak berguna dalam beberapa segi. tetapi 
deskripsi-deskripsi itu sudah memadai untuk menciptakan gambaran intuitif 
yang pasti. 

Euclid selanjutnya menetapkan 10 prinsip penalaran pada mana bukti- 
bukti dalam Elements didasarkan, dan mengemukakannya seperti berikut 


1. Postulat 
a Suatu garis lurus dapat ditarik dari sebarang titik ke sebarang titik 
lainnya. 
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b. Suatu garis lurus terbatas dapat diperpunjang secara terus menerus 
pada suatu garis. 

c. Suatu lingkaran dapat digambarkan dengan sebarang pusat dan jari- 
jari. 

d. Semua sudut siku-siku adalah sama satu sama lainnya. 

e. Jika suatu garis lurus yang memotong dua garis lurus menghasilkan 
sudut-sudut dalam yang terletak pada sisi yang sama kurang dari dua 
sudut siku-siku. maka kedua garis lurus itu, jika diperpanjang tak 
terbatas bertemu pada sisi itu di mana terdapat sudut-sudut yang 
kurang dari dua sudut siku-siku 

2. Konsep-konsep Umum 

a. Hal-hal yang sama dengan suatu hal yang sama adalah juga sama 
satu sama lainnya 

b. Jika hal-hal yang sama ditambahkan kepada hal-hal yang sama, 


maka hasil-hasil keseluruhan dari penjumlahan-penjumlahan itd 


adalah sam 
c. Jika hal-hal yang sama dikurangi dari hal-hal yang sama, maka sisay 


sisanya adalah sama. 


d. Hal-hal yang bertepatan satu sama lain adalah juga sama satu samdi 
lainnya. 
e, Keseluruhan lebih besar daripada bagiannya 


Postulat e, yang lebih dikenal sebagai postulat kesejajaran Euclid, 
menjadi salah satu pernyataan yang paling terkenal dan kontroversial dalam 
sejarah matematika. Postulat ini menjelaskan bahwa jika dua garis / dan 1" 
dipotong oleh transversal ¢ sedemikian hingga jumlah besar sudut a dan 
besar sudut b kurang dari dua sudut siku-siku, maka / dan (akan bertemu 
pada sisi ¢ di mana sudut-sudut itu berada. Ciri mencolok dari postulat ini 
adalah pernyataan tegas tentang perpanjangan utuh suatu garis lurus, suatu 
daerah yang tidak pernah kita alami dan berada di luar kemungkinan 
jangkauan pengalaman kita 


| 
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Para ahli geometri yang terganggu oleh postulat kesejajaran tidak 
mempertanyakan bahwa isi kandungannya adalah sebuah fakta matematis, 
Mereka hanya mempersoalkan bahwa postulat itu tidak singkat, tidak 
sederhana, dan tidak jelas secara sendirinya —lain dari postulat-postulat pada 
umumnya. Kerumitannya menunjukkan bahwa pernyataan itu lebih tepat 


dipandang sebagai teorema, daripada sebagai asumsi. Di sisi lain, ada 


beberapa pertanda bahwa Euclid tidak sepenuhnya puas dengan postulat 
kelimanya: dia menunda penerapannya sampai di mana dia tidak dapat maju 
lebih jauh tanpanya, meski penggunaannya secara lebih awal akan dapat 
menyederhanakan beberapa bukti 

Hampir sejak Elements pertama kali muncul dan terus berlanjut sampai 
abad ke-19, para matematikawan telah mencoba untuk memperoleh postulat 


kesejajaran dari empat postulat pertama, meyakini bahwa aksioma-aksioma 
bitu saja memadai untuk pengembangan lengkap geometri Euclid. Semua 
hpaya ini yang dimaksudkan untuk mengubah status pernyataan tersebut dari 


#postulat” menjadi “teorema” berakhir pada kegagalan, karena tiap usaha itu 


bersandar pada usumsi tersembunyi yang ekuivalen dengan postulat itu 
Sendiri. Meski tujuan utamanya mengalami kegagalan, tetapi usaha-usaha itu 
kemudian menuntun ke arah penemuan geometri-geometri non-Euclid, di 
mana aksioma-aksioma Euclid kecuali postulat kesejajaran berlaku, dan di 
(mana semua teorema Euclid benar kecuali yang didasarkan pada postulat 
kesejajaran. Tanda dari kejeniusan Euclid dalam matematikanya yaitu dia 
menyadari bahwa postulat kelima menuntutkan pernyataan eksplisit sebagai 
sebuah asumsi, tanpa bukti formal 

Setelah kita menggali sifat aksiomatis dalam matematika, seperti tampak 
dari contoh yang dikemukakan di atas, sekarang kita akan segera membahas 


kelemahan atau kekurangan yang mungkin dari suatu sistem aksiomatis, 
Kembali, kita akan menggunakan kajian terkait Elements karya Euclid 
sebagai contoh untuk maksud tersebut. 


B. NILAI PENTING DARI ISTILAH-ISTILAH YANG TIDAK 
DIDEFINISIKAN 


Kajian yang terperinci selama 2000 tahun telah mengungkap banyak 
kekurangan dalam pembahasan Euclid tentang geometri. Sebagian besar dari 
definisi-definisinya terbuka bagi kritisisme untuk satu alasan atau alasan 
lainnya. Hal yang mengherankan adalah bahwa meski Euclid menyadari 
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pentingnya sekumpulan pernyataan untuk diasumsikan di permulaan 
wacananya, namun dia tidak menyadari pentingnya istilah-istilah yang tidak 
didefinisikan, 

Lagi pula, sebuah definisi hanya memberikan makna dari sebuah kata 
dalam kaitannya dengan istilah-istilah lain, Kata-kata yang lebih sederhana, 
atau kata-kata yang maknanya sudah jelas, Kata-kata ini kemudian 
didefinisikan dengan kata-kata yang lebih sederhana lagi. Jelaslah, proses 
pendefinisian dalam suatu sistem logis tidak boleh dilanjutkan mundur tanpa 
sebuah akhir. Satu-satunya cara untuk menghindari kejadian “lingkaran 
setan” adalah dengan membiarkan istilah-istilah tertentu menjadi istilah- 
istilah yang tidak didefinisikan. 

Euclid secara keliru mencoba untuk mendefinisikan keseluruhan 
kosakata teknis yang digunakannya. Secara tak terelakkan hal ini 

a menuntunnya kepada definisi-definisi yang aneh dan tidak memuaskan. Kitų 
diberitahu bukan apakah titik dan garis itu, tetapi justru yang bukan titik dari 
garis, “Suatu titik adalah sesuatu yang tidak memiliki bagian-bagian.” “Suatu 
garis tidak memiliki lebar.” (Yang menjadi pertanyaan kemudian adalah) 
apakah bagian atau lebar itu?) Gagasan “titik” dan “garis” adalah gagasane 
gagasan yang paling mendasar dalam geometri. Keduanya dapat 
digambarkan dan dijelaskan tetapi tidak dapat didefinisikan secara 
memuaskan oleh konsep-konsep yang lebih sederhana daripada apa adanya 
mereka sendiri. Tentulah ada suatu awal di dalam sebuah sistem yang berdiri 
sendiri, sedemikian hingga istilah-istilah titik dan garis harus diterima tanpa 
definisi yang ketat dan tegas. 

Barangkali keberatan terbesar yang pernah ditimpakan kepada penulis 
Elements ini adalah ketidakcukupan aksioma-aksiomanya. Dia secara formal 


mempostulatkan beberapa hal, namun sama sekali tidak mempostulatkan 
beberapa hal lain yang sama-sama diperlukan dalam kerjanya. Di samping 
kegagalan untuk menyatakan bahwa titik-titik dan garis-garis memang ada 
atau bahwa ruas garis yang menghubungkan dua titik adalah unik, Euclid 
membuat asumsi-asumsi implisit yang kemudian digunakannya dalam 
deduksi tetapi tidak dijamin oleh postulat-postulat dan tidak pula dapat 
diturunkan dari postulat-postulat itu, 

Selama dua puluh lima tahun terakhir abad kesembilan belas, banyak 
matematikawan berusaha untuk memberikan pernyataan lengkap tentang 
postulat-postulat yang perlu untuk membuktikan semua teorema yang telah 
dikenal dalam geometri Euclid. Mereka mencoba untuk menambahkan 
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postulat-postulat yang dapat memberikan eksplisitas dan bentuk bagi 
gagasan-gagasan yang dibiarkan oleh Euclid sekedar bersifat intuitif. Risalah 
yang paling berpengaruh terhadap geometri pada zaman modern adalah karya 
terkenal dari seorang matematikawan Jerman, David Hilbert (1862-1943). 
Hilbert menerbitkan karya utama geometrinya pada tahun 1899, Grundlagen 


der Geometrie (artinya, Fondasi-fondasi Geometri). Di dalamnya dia 
mendasarkan geometri Euclid pada 21 postulat yang melibatkan enam istilah 


yang tidak didefinisikan —di sisi lain. Euclid me nakan lima postulat dan 


tidak satu pun istilah yang tidak didefinisikan. 
C. TEOREMA, TEORI, DAN KONSEP DALAM MATEMATIKA 


Salah satu kelompok perkara lebih sempit terkait hakikat matematika 
qjuga berkenaan upaya-upaya untuk menginterpretasi hasil-hasil yang spesifik 
dalam matematika atau sains. Ini meliputi antara fain pertanyaan-pertanyaan 
tentang aplikasi dari matematika. Apa yang dapat dikatakan oleh suatu 
Teorema kepada kita tentang semesta fisika yang dipelajari dalam sains? 
Misalnya, sejauh mana kita dapat membuktikan hal-hal tentang simpul- 
Simpul, stabilitas jembatan, akhir permainan catur. dan kecenderungan 
ekonomi? Beberapa filsuf memandang matematika sebagai permainan tak 
bermakna yang dimainkan dengan simbol-simbol, tetapi yang lainnya 
meyakini bahwa matematika memiliki makna tertentu, Apakah makna ini, 
dan bagaimana ia berhubungan dengan makna dari wacana non-matematis 
biasa? Apakah yang dikatakan oleh suatu teorema kepada kita tentang dunia 
fisik. tentang kedapat-tahuan manusia, tentang kemampuan-dalam-prinsip 


dari program-program komputer, dan sebagainya? Beberapa hasil matematika 
yang kaya akan filsafat antara lain teorema kepadadatan dan teorema 
Léwenheim-Skolem, teori himpunan dengan pilihan dari Zermelo-Fraenkel. 
dan teorema ketidak-lengkapan dari Godel. 

Satu kelompok perkara lain berhubungan dengan upaya-upaya untuk 
mengartikulasikan dan menginterpretasi teori-teori dan konsep-konsep 
matematis tertentu. Salah satunyi 


ah kerja fondasional dalam geometri, 


aritmetika, dan analisis. Kadang-kadang. aktivitas semacam ini memiliki 


percabangan-percabangan bagi matematika sendiri, sedemikian hingga 
mengaburkan batas antara matematika dan filsafatnya. Aktivitas fondasional 


seperti ini juga menetaskan seluruh cabang matematika, selain sekedar 
menjelaskan tentang pertanyaan-pertanyaan ontologis pokok. Kelompok ini 
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menegaskan sifat interpretif dari filsafat matematika. Tugas yang 


ditanggungnya adalah mer 


aji apakah suatu konsep matematis itu, dan 


mengkaji apakah yang dikatakan oleh serangkaian wacana matematis 

Namun demikian, matematika tentu seringkali dapat berjalan baik tanpa 
adanya kerja interpreuf filosofis, dan bahkan adakalanya ternyata kerja 
interpreuf bersifat prematur dan mengalihkan perhatian. Lebih lanjut, kita 
tidak pernah bisa yakin bahwa suatu projek interpretif itu akurat dan lengkap, 
dan bahwa tidak persoalan lain yang sedang menanu untuk diselesaikan di 
hadapan kita. 


Ww LATIHAN 


= = 
> 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! | 


1) Jelaskan menurut pendapat Anda mengapa generasi demi generasi 

Euclid adalah suatu 
cara terbaik untuk mengembangkan kemampuan penalaran pasti! 

2) Berdasarkan materi yang telah Anda baca, jelaskan kehebatan ata 
kontribusi besar Euclid bagi matematika, seperti tampak dari Elements. | 

3) Jelaskan apa yang dimaksud dengan istilah “aksioma” atau “postulat. 
Apakah manfaat dari aksioma atau postulat tersebut? 


memandang bahwa mempelajari Elements karya 


4) Jelaskan bagaimana Euclid mencoba untuk membangun keseluruhan 
bangunan besar pengetahuan geometri bangsa Yunani! 

5) Berdasarkan materi yang Anda baca, coba jelaskan beberapa kekurangan 
pembahasan Euclid tentang geometri. dalam pandangan para 
matematikawan modern, 

6) Je 
pendefinisian pada suatu sistem logis! 


kan apa yang dimaksud kejadian “lingkaran setan” dalam proses 

7) Berikan tiga alasan untuk menjelaskan mengapa keputusan Euclid untuk 
mendefinisikan semua kosakata teknis yang digunakannya dianggap 
keliru! 

8) Jelaskan bagaimana para matematikawan modern mencoba untuk 
membenahi geometri Euclid! Berikan sebuah contoh nyata yang 
dilakukan oleh David Hilbert. 

9) Pada kegiatan belajar ini, kita telah membahas dua perkara lebih sempit 
terkait hakikat matematika tentang teorema, teori, dan konsep dalam 
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matematika, Sebutkan dua perkara itu dan berikan satu pertanyaan yang 
mewakili masing-masing perkara tersebut. 

10) Jelaskan mengapa adakalanya kita sebaiknya tidak hanya berlarut-larut 
atau memberi penekanan terlalu besar pada kerja interpreuf filosofis 
dalam matematika. Berikan tiga alasan yang Anda pelajari dari materi 
dalam kegiatan belajar ini! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Jawaban dapat beragam, misalnya: Pengetahuan matematis dalam 
Elements karya Euclid dikembangkan melalu buku, di mana satu hasil 
diperoleh dari hasil yang lain dalam urutan logis yang ketat. Dengan 
mempelajarinya, kita dapat mengembangkan penalaran pasti kita dengan 

À bercermin pada “pilihan khusus aksioma, penyusunan proposisi, dan 
ketegasan demonstrasi” dari Euclid 

2) Kehebatan Euclid bukan dalam kontribusi materi asli melainkan dalam 
keahlian mengatur berbagai fakta saling lepas yang luas menjadi bahasan 
definitif geometri Yunani dan teori bilangan. Pilihan khusus aksioma, 
penyusunan proposisi, dan ketegasan demonstrasi adalah pencapaiannya 
sendiri. Satu hasil diperoleh dari hasil yang lain dalam urutan logis yang 
ketat. dengan asumsi-asumsi sesedikit mungkin dan sedikit sekali yang 
berlebihan. 

3) Aksioma atau postulat adalah pernyataan yang diasumsikan secara 
begitu saja, dari mana semua pemyataan lainnya kemudian disimpulkan 
sebagai konsekuensi-konsekuensi logis; kebenaran yang terbukti dengan 
sendirinya (pandangan tradisional); sebarang pernyataan 


ang 
dirumuskan secara abstrak tanpa mempertimbangkan “kebenaran”-nya 
tetapi diterima tanpa justifikasi lebih lanjut sebagai fondasi penalaran 
(pandangan lebih skeptis). Manfaat dari aksioma atau postulat adalah 
untuk menghindari sirkularitas dan memberikan titik awal. 

4) Euclid mencoba untuk membangun keseluruhan bangunan besar 
pengetahuan geometri bangsa Yunani berdasarkan lima postulat untuk 
sifat geometri yang khusus dan lima aksioma yang dimaksudkan berlaku 
umum untuk semua matematika. Dia kemudian menyimpulkan dari 10 
asumsi ini suatu rantai logis 465 proposisi, dengan menggunakan 
asumsi-asumsi tersebut sebagai batu pijakan dalam prosesi urut dari satu 
proposisi yang telah terbuktikan ke proposisi lainnya. Sedemikian 
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banyak diperoleh dari sedemikian sedikit aksioma yang dipilihnya secara 

ce 
5) Beberapa kekurangan pembahasan geometri oleh Euclid antara lain: 

a) Euclid menyadari pentingnya sekumpulan pernyataan diasumsikan 


di permulaan wacananya tetapi tidak menyadari pentingnya istilah 
istilah yang tidak didefinisikan 

b) Euclid mencoba untuk mendefinisikan seluruh kosakata teknis yang 
digunakannya. Tentulah ada suatu awal di dalam sebuah sistem yang 
berdiri sendiri, sedemikian hingga istilah-istilah tertentu harus 
diterima tanpa definisi yang ketat dan tegas, 

c) Ketidakcukupan aksioma-aksiomanya. Artinya, Euclid secara formal 

mempostulatkan beberapa hal, namun sama sekali tidak 


mempostulatkan beberapa hal lain yang sama-sama diperlukan 

dalam kerjanya, sedemikian hingga terdapat asumsi-asumsi implisit 

yang digunakannya dalam deduksi tetapi tidak dijamin olelp 

postulat-postulat dan tidak pula dapat diturunkan dari postulat: 

postulat itu. | 

6) Kejadian “lingkaran setan” adalah proses pendefinisian dalam suatu 

sistem logis yang terus berlanjut mundur tanpa akhir. Card 

menghindarinya adalah dengan menetapkan istilah-istilah tertentu tidak 

didefinisikan | 

7) Keputusan Euclid untuk mendefinisikan semua kosakata teknisnya keliru 
karena: 

a) Ini menuntunnya kepada definisi-definisi yang aneh dan tidak 
memuaskan. Misalnya, kita diberitahu bukan apakah titik dan garis 
itu, tetapi justru yang bukan titik dan garis, “Suatu titik adalah 
sesuatu yang tidak memiliki bagian-bagian.” “Suatu garis tidak 
memiliki lebar.” (Yang menjadi pertanyaan kemudian adalah, 
apakah bagian atau lebar itu?) 

b) Konsep-konsep matematis tertentu dapat digambarkan dan 
dijelaskan tetapi tidak dapat didefinisikan secara memuaskan oleh 
konsep-konsep ya 
sendiri. 


g lebih sederhana daripada apa adanya mereka 


c) Ada suatu awal di dalam sebuah sistem yang berdiri sendiri. 
sedemikian hingga istilah-istilah tertentu harus diterima tanpa 
definisi yang ketat dan tegas 
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8) 


9) 


Banyak matematikawan modern mencoba untuk menambahkan postulat- 

postulat yang dapat memberikan eksplisitas dan bentuk bagi gagasan- 

gagasan yang oleh Euclid dibiarkan sekedar bersifat intuitif. David 

Hilbert dalam bukunya Grundlagen der Geometrie (1899) mendasarkan 

geometri Euclid pada 21 postulat yang melibatkan enam istilah yang 

tidak didefinisikan. 

Dua perkara itu adalah: 

a) Perkara menginterpretasi hasil-hasil yang spesifik dalam matematika 
atau sains. Ini meliputi antara lain pertanyaan-pertany 
aplikasi dari matematika. Misalnya: Apa yang dapat dikatakan oleh 


an tentang 


suatu teorema kepada kita tentang semesta fisika yang dipelajari 

dalam sains? 
b) Perkara meng 

konsep-konsep matematis tertentu. Misalnya: Apakah suatu konsep 


tikulasikan dan menginterpretasi teori-teori dan 


matematis itu? Apakah yang dikatakan dalam serangkaian wacana 
matematis? 


10) Kita sebaiknya tidak hanya berlarut-larut atau memberi penekanan 


terlalu besar pada kerja interpretif filosofis dalam matematika karena, 
antara lain: 
a) Matematika 


seringkali dapat berjalan baik tanpa adanya kerja 
interpretif filosofis, 

b) Adakalanya kerja interpretif bersifat prematur dan mengalihkan 
perhatian. 

¢) Kita tidak pernah bisa yakin bahwa suatu projek interpretif adalah 
akurat dan lengkap, dan bahwa tidak persoalan Jain yang sedang 
menanti untuk diselesaikan di hadapan 


RANGKUMAN 


Matematika memiliki sifat aksiomatis berarti bahwa satu pernyataan 
matematis diperoleh dari pemyataan matematis lain dalam urutan logis 
yang ketat, yang bercirikan pilihan aksioma-aksioma, penyusunan 
proposisi-proposisi. dan ketegasan demonstrasi. Suatu aksioma atau 
postulat dapat diartikan sebagai kebenaran yang terbukti dengan 
sendirinya, diasumsikan begitu saja, atau diterima tanpa justifikasi lebih 
lanjut sebagai fondasi untuk penalaran, untuk menghindari sirkularitas 
dan memberikan titik awal. 
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Suatu sistem pengetahuan aksiomatis dapat disempurnakan dengan 
cara menambahkan aksioma-aksioma atau postulat-postulat yang dapat 
memberikan eksplisitas dan bentuk bagi gasan-gagasan yang pada 
awalnya sekedar bersifat intuitif 


A TES FORMATIF 2 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Berikut ini adalah pengertian dari istilah “aksioma” atau “postulat”, 
kecuali ... 

A. Pernyataan yang diasumsikan secara begitu saja, dari mana semua 
pernyataan lainnya disimpulkan sebagai konsekuensi-konsekuensi 
logis 

B. Kebenaran yang terbukti secara sendirinya 

C. Pernyataan yang telah dibuktikan berdasarkan pernyataang 
pernyataan lain yang telah terbukukan sebelumnya. 

D. Aturan-aturan permainan dari mana semua deduksi boleh 
dijalankan, suatu fondasi pada mana keseluruhan teorema 
didasarkan. | 


2) Berikut ini adalah apa yang berhasil dicapai atau dilakukan oleh Euclid 

sehubungan dengan karyanya, Elements, kecuali ... | 

A. Euclid mengatur berbagai fakta saling lepas yang luas menjadi 
bahasan definitif geometri Yunani dan teori bilangan 

B. Semua teorema dalam Elements adalah temuan Euclid sendiri 

C, Euclid sendirilah yang memilih aksioma-aksioma, menyusun 
proposisi-proposisi, dan melakukan demonstrasi logis secara tegas 
dalam Elements. 

D. Euclid menyimpulkan suatu rantai 465 proposisi dari 10 asumsi 
yang dipilihnya 


3) Supaya sebuah sistem aksiomatis terhindar dari kejadian "lingkaran 

setan”, hal manakah berikut ini yang harus dihindari? 

A. Sekumpulan pernyataan yang diasumsikan tanpa bukti di awal 
wacana. 


B. Tidak adanya istilah-istilah yang tidak didefinisikan 
C. Penerapan deduksi logis. 
D. Penggunaan asumsi-asumsi awal sebagai hatu pijakan dalam prosesi 


urut dari satu proposisi yang telah terbuktikan ke proposisi lainnya. 
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4) Hal-hal berikut ini muncul atau terjadi sebagai reaksi para 
matematikawan terhadap postulat kesejajaran dari Euclid, kecuali ... 

A. Postulat itu dianggap tidak singkat, tidak sederhana, dan tidak jelas 
secara sendirinya, kerumitannya menunjukkan bahwa ia lebih tepat 
dipandang sebagai teorema 

B. Para matematikawan telah mencoba untuk memperoleh postulat 
kesejajaran dari empat postulat pertama, meyakini bahwa aksioma- 
aksioma itu saja memadai untuk pengembangan lengkap geometri 
Euclid. 

C. Upaya untuk mengubah status postulat kesejajaran dari “postulat” 
menjadi “teorema” pada akhirnya berhasil 

D. Upaya para matematikawan terkait postulat kesejajaran menuntun ke 
arah penemuan geometri-geometri non-Euclid 


1 Untuk Soal 5-10, perhatikan masing-masing ciri atau sifat dari 
pembahasan Euclid tentang geometri dalam Elements yang dicantumkan di 
bawah ini. Nilailah kebenaran tiap ciri atau sifat itu berdasarkan pandangan 
Matematika modern, Selanjutnya, pada kotak yang tersedia, tuliskan “B” jika 
Kiri atau sifat itu benar atau tuliskan “S” jika ciri atau sifat itu salah. 


5) C] Pilihan khusus aksioma, penyusunan proposisi, dan ketegasan 

demonstrasi 

6) CJ Terdapat asumsi-asumsi implisit yang digunakan dalam deduksi 
tetapi tidak dijamin oleh postulat-postulat dan tidak pula dapat 

diturunkan dari postulat-postulat 


7) Fakta-fakta tertentu tentang sifat dari pokok bahasan harus 
diasumsikan tanpa bukti 
8) Tidak ada istilah-istilah tertentu yang tidak didefinisikan. 


9) Satu hasil diperoleh dari hasil yang lain dalam urutan logis yang 
ketat, dengan asumsi-asumsi sesedikit mungkin dan sedikit sekali 


yang berlebihan 
10) Terdapat gagasan-gagasan yang dibiarkan sekedar bersifat intuitif. 
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Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2. 


= Jumlah Jawaban yang Benar ` 
Tingkat penguasaan = - x100% 
Jumlah Soal 


<70% = kurang 
Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 3. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 


Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang 
belum dikuasai 


pe 
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KEGIATAN BELAJAR 3 


Suatu Perspektif Historis 


H dalam kegiatan belajar ini dibahas suatu perspektif historis tentang 
matematika. Perspektif ini disajikan terutama untuk memberikan sekilas 
gambaran refleksi hakikat matematika dalam perkembangannya dari waktu 
ke waktu, dan juga sebagai orientasi awal pembahasan sej 


ah matematika 


yang akan diuraikan pada sejumlah modul berikutnya. Dengan mengingat 
sifat materi dalam kegiatan belajar ini tampaknya sangat kaya dan padat 


informasi baru, maka sebaiknya Anda membuat catatan-catatan kecil untuk 
dibuka kembali dan didiskusikan, yang isinya mungkin kelak akan lebih 
dapat dipahami seiring Anda merefleksi dan belajar lebih lanjut menempuh 
Jpembahasan modul demi modul. 


A. MATEMATIKA MASA LALU, KINI, DAN MASA DEPAN 


Sebagaimana Niels Bohr katakan: Prediksi adalah sesuatu yang sukar, 
lerutama tentang masa depan, Upaya-upaya untuk memprediksi masa depan 


Adalah hipotesis-hipotesis tentang masa lalu dan saat ini. Mari kita coba 


Tumuskan suatu hipotesis bahwa kita dapat memeriksa koherensi dan akurasi 
terhadap masa lalu dan masa kini, kemudian berupaya menilai konsekuensi- 
konsekuensinya untuk masa depan. 

Tradisi ilmiah kita diwariskan dari peradaban Yunani Kuno, Di sanalah 
konsep sains sebagai suatu penstrukturan yang bersifat sadar diri pada 
pengetahuan obyektif berkaidah tentang dunia (atau, lebih tegasnya, tentang 
proses-proses tersembunyi di alam) pertama kali muncul. Meskipun bangsa 
Yunani menyelidiki keseluruhan rentang pengalaman manusia, tetapi prestasi 
mereka dalam mengkreasi pengetahuan ilmiah yang permanen adalah 
terutama dalam sains-sains matematis. dalam matematika sendiri, dan 
disiplin-disiplin ilmu yang sangat matematis seperti astronomi planet, teori 
musik, serta kajian matematis tentang objek-objek statis. Bangsa Yunani 
Kuno menciptakan suatu bentuk penyempurnaan teori matematis yang rumit 
untuk mengkaji bilangan bulat, geometri, rasio, dan pengukuran geometris, 
Dalam teori ini, mereka juga menyelesaikan suatu konsep argumen 


matematis yang mapan, tentang deduksi matematis. Berdasarkan pencapaian- 


penca 


aian tersebut, Plato dapat mengemukakan dalam dialog terkenalnya 
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Timaeus tentang mitos matematis untuk alam semesta dan susunannya 
berdasarkan elemen-elemen geometrik, dan Aristoteles dapat merumuskan 
prinsip-prinsip logis deduksi saat menolak kemungkinan hukum-hukum 
matematis untuk fenomena fisika objek-objek di alam. 

Ada baiknya kita juga berbicara tentang revolusi-revolusi dalam sains, 
Pada tingkat yung paling fundamental, terdapat hanya satu revolusi sains — 
terjadi pada abad ke-17. pada mana sains modern terbentuk. Konsep sains 
yang terbentuk ketika itu memberikan suatu deskripsi tentang alam semesta. 
semesta atau univers fisika, dalam kaitannya dengan geometri ruang dan 
relasi-relasi numerik—suatu deskripsi yang berlaku baik pada benda-benda di 


langit maupun di Bumi. Konsep sains ini melihat alam semesta sebagai realm 


relasi-relasi berkaidah yang bersifat objektif, lepas dari tindakan atau 


pengaruh manusia. Realitas dipisahkan setelah Descartes ke dalam dua 
a bagian yang sepenuhnya tersendiri: semesta fisika dan dunia terpisah yang 
meliputi kesadaran dan jiwa manusia. Kerangka ini memberi ruang bagi 
kesadaran manusia untuk menentukan berbagai rahasia dari proses-prosey 
alam bukan dengan observasi pasif terapi dengan mentransformasi alam 
melalui eksperimen. | 
Ketika itu pula muncul pasangan matematis untuk sains fisika barus 
yang berperan sebagai perintis dan juga alat utamanya. Ini adalah matematika 
dalam bidang aljabar baru dan gerakan analitik oleh Vieta dan Descartes, 
suatu matematika yang mengedepankan kalkulasi dan manipulasi lambang+ 
lambang simbolik sebagai pengganti sofistikasi deduktif bangsa Yunani 
Sistem ini mengangkat analisis atau penguraian fenomena kompleks ke 
dalam elemen-elemen sederhana untuk menggantikan penekanan bangsa 
Yunani pada deduksi. Pada abad ketujuh belas, matematika ini meraih dua 
kesuksesan, Pertama, lahirnya geometri analitik dengan mana struktur 
geometrik untuk ruang dapat ditransfomasi melalui koordinasi ke di 


am 
kajian analisis aljabar. Kedua, penemuan mesin analitik hebat berupa 
kalkulus turunan dan integral, dengan mana argumen-argumen rumit dan 
sukar berdasarkan metode pemerasan dari Eudoxos dan Archimedes untuk 
menangani proses-proses infinit digantikan dengan formula aljabar atau 
calculi yang jauh lebih sederhana dan lebih dapat dikelola. Inilah alat yang 
memungkinkan Newton untuk membangun mesin-alam matematisnya, 
paradigma sentral bagi gambar-gambar dunia ilmiah dari zaman-zaman 


setelahnya, 
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Ada dua bentuk utama di mana pengetahuan objektif manusia dapat 
dirumuskan: dalam kata-kata dan dalam bentuk-bentuk matematis. 
Aristoteles memilih yang pertama dan menciptakan suatu deskripsi sistematik 
dunia di mana bentuk subjek-predikat dari kalimat ditransfomasikan ke 
dalam pola objek atau substansi individual yang memiliki suatu kualitas 
tertentu. Mulai dari abad ketujuh belas, sains modern telah. menolak bentuk 
deskripsi ini dan menggantinya dengan deskripsi-deskripsi dalam beragam 
bentuk matematis. Bentuk-bentuk ini telah mengalami perubahan seiring 
bentuk-bentuk itu meningkat jumlahnya, dan menjadi lebih kaya serta lebih 
mutakhir. Bentuk-bentuk aslinya bersifat geometrik, dalam gaya bangsa 


Yunani, Pada zaman Renaissance, suatu konsep bilangan baru dan lebih 
fleksibel, bilangan “real” dalam pemaknaan masa kini, muncul sebagai 
besaran umum untuk panjang, luas, volume, massa, dan sebagainya, tanpa 
epembedaan pasti di antara besaran-besaran ini dalam hubungannya dengan 


bentuk geometrik yang telah digunakan bangsa Yunani Kuno. Pada 
perkembangan aljabar yang kemudian mengikutinya, jenis-jenis “bilangan” 
baru muncul sebagai penyelesaian-penyelesaian untuk persamaan-persamaan 
aljabar. Karena ini bukanlah bilangan dalam pemaknaan lama, beberapa 


tokoh menyebutnya “imajiner”, dan campuran dari dua jenis bilangan 
tersebut dikenal sebagai bilangan “kompleks.” Barulah pada akhir abad 
Kedelapan belas, bilangan-bilangan kompleks sepenuhnya dinaturalisasikan 
sebagai anggota dari realm matematis yang masuk akal setelah diidentifikasi 
dalam cara sederhana dengan titik-tiuk pada suatu bidang Euclid, bidang 
kompleks. 

Sejak abad ketujuh belas, upaya deskripsi ilmiah untuk alam telah terus 
berkembang dalam medium matematis ini, yang dahulu disyaratkan oleh 
alam mitos matematis Plato, Bidang-bidang keilmuan sains baru mengalami 
perkembangan, dan itu semua memasuki kerangka yang sama dalam hal 
relasi-relasi numerik. bentuk geometrik dalam ruang, dan rumusan prinsip- 
prinsip dasar dalam kaidah-kaidah yang dituliskan secara matematis. 

Pada hampir sekitar empat abad berlalu sejak Galileo memulai revolusi 


sains abad ketujuh belas, hubungan yang menarik dalarn otonomi dan saling 
ketergantungan di antara sains-sains alam dan matematika telah mengambil 
bentuk-bentuk yang semakin kompleks dan mutakhir. Medium matematis di 
mana beragam sains hidup terus berkembang dan mengambil bentuk-bentuk 
baru. Pada awal abad kesembilan belas, konsep intuitif simetri yang 
diterapkan pada kajian akar dari persamaan aljabar telah melahirkan konsep 
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grup. Konsep ini, menembus medium aplikasinya pada geometri dan 
persamaan turunan, pada abad kedua puluh menjadi blok bangunan paling 
esensial dari deskripsi fundamental semesta fisika. Konsep ruang, diperkaya 
dengan gagasan dari Gauss dan Riemann, melahirkan konsep-konsep 
geometrik lebih kaya berupa “manifold” Riemann dan kurvatur, dengan mana 


teori relativitas umum dari Einstein berpotensi untuk mendeskripsikan alam 
semesta. Melalui analisis persa 


an integral dan persamaan turunan pada 
awal abad kedua puluh, konsep vektor dimensi-infinit lahir, dan khususny 
konsep kaya tentang ruang Hilbert. Operator-operator pada suatu ruang 
Hilbert dengan teori spektrum mereka berperan sebagai landasan akhir dari 


struktur formal mekanika kuantum, Ini adalah tiga contoh penting dari suatu 
fenomena yang sangat luas. 


Berbagai konsep dan teori baru timbul dalam penelitian matematika 
a melalui tekanan dari perlunya memecahkan masalah dan menciptakan alat 
bantu intelektual dengan mana teori dan struktur matematis yang sudah add 
dapat diperluas dan diterapkan. Segera setelah konsep-konsep dan teori-teori 
baru ditetapkan, maka semua itu sendirinya juga menjadi fokus dari 
penelitian yang intensif. Sesuatu yang baru itu dicapai dengan imajinasi 
matematis, diaplikasikan melalui medium konstruksi-konstruksi matematis 
dengan mana konsep-konsep dan struktur-struktur baru diberikan bentuk 


lertentuny: 
bebas, tetapi hasil darinya segera setelah lahir menjadi suatu realm objektif 


. Meski proses imajinatif ini dalam makna sesungguhnya bersifah 


baru tentang hubungan suatu karakter yang bersifat tertentu, Alat-alat bantu 
klasik seperti deduksi dan kalkulasi digunakan untuk menetapkan sifat- 
sifatnya, mengarah kepada masalah-masalah teknis baru yang mungkin 
akhirnya memintakan konsep dan konstruksi baru untuk memecahkannya 
Lompatan gagasan dan imajinasi yang mengarahkan kepada temuan-temuan 
besar baru dalam matematika membuktikan ketidakbenaran anggapan 
stereotip aktivitas matematis sebagai suatu proses yang bersifat otomatis 
layaknya mesin berupa penerapan mekanis aturan-aturan formal. 

Penelitian matematis secara keseluruhan menyeimbangkan proses 
radikal pemunculan konsep dan teori baru dengan kecenderungan konservatif 
untuk mempertahankan eksistensi semua domain, masalah. dan tema 
konseptual yang sebelumnya telah ditetapkan sebagai fokus dari penelitian 
matematis yang signifikan. Keseimbangan di antara dua kecenderungan yang 
berlawanan ini memunculkan fakta yang menarik bahwa, pada waktu 
bersamaan, seseorang dapat menemukan program-program penelitian aktif 
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sama penting yang memangku dua tema, satu tema berumur dua ribu tahun 
dan satu tema lainnya hanya berumur satu dekade. Namun demikian, masalah 
berumur dua ribu tahun itu mungkin dapat terpecahkan oleh alat bantu dan 
konsep-konsep dari periode yang relatif baru 

Semakin kaya penelitian matematis modern, semakin luas pula konsep 
dan alat bantu yang tersedia bagi sains-sains yang menerapkan matematika. 
Kesukarannya terletak pada antara lain masalah komunikasi, masalah 
kemampuan para praktisi sains untuk menembus kesukaran terjemahan antar 
bahasa atau peristilahan yang digunakan bidang-bidang ilmu yang berbeda, 
serta masalah mengetahui apa yang relevan dalam konsep-konsep dan teknik- 
teknik yang tersedia. 

Saat perhatian dan fokus utama dari kepentingan sains berpindah ke 
domain-domain yang lebih jauh dari domain-domain klasik terkait teori dan 
pengalaman, maka peran berbagai gagasan dan teknik matematis, mau tidak 
mau, berkembang karena matematika seringkali menjadi satu-satunya alat 
bantu yang memungkinkan seseorang untuk menyelidiki lebih lanjut ke 
dalam bidung yang tidak diketahui. Ini terutama benar bagi domain-domain 
yang melibatkan kompleksitas organisasi atau nonlinearitas interaksi, 


perbatasan masa depan dari tema-tema besar kemajuan dalam sains 


NE LATIHAN 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Tulislah dan kemudian maknai kembali pandangan Niels Bohr tentang 
prediksi masa depan dalam kata-kata Anda sendiri! 

2) Jelaskan tentang prestasi bangsa Yunani Kuno dalam bidang sains dan 
matematika. 

3) Jelaskan perbedaan dalam bagaimana Plato dan Aristoteles musing- 
masingnya berupaya untuk memahami alam semesta dan fenomena fisik 

4) Jelaskan tentang revolusi dalam sains pada abad ke-17! 

5) Jelaskan pandangan Descartes tentang realitas! 

6) Tuliskan dua ciri dari matematika dalam bidang aljabar baru dan gerakan 
analitik oleh Vieta dan Descartes! 

7) Jelaskan tentang dua kesuksesan matematika pada abad ke-17, 
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8) Berdasarkan materi dalam kegiatan belajar ini, sebutkan dua peran 
penelitian matematika bagi perkembangan matematika! 

9) Tuliskan pendapat Anda terhadap anggapan stereotip bahwa aktivitas 
matematis adalah suatu proses yang bersifat otomatis layaknya mesin 
berupa penerapan mekanis aturan-aturan formal 

10) Semakin kaya penelitian matematis modern, semakin luas pula konsep 
dan alat bantu yang tersedia bagi sains-sains yang menerapkan 
matematika. Sebutkan tiga faktor yang menjadi kendala terwujudnya hal 
tersebut! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) “Prediksi adalah sesuatu yang sukar, terutama tentang masa depan 
a Upaya-upaya untuk memprediksi masa depan adalah hipotesis-hipotesisg 
tentang masa lalu dan saat ini.” Tuturan ini mungkin dimaknai secara 
sederhana sebagai, misalnya: Untuk memprediksi masa depan, kita lebih 
dahulu mencoba untuk mengkaji masa lalu dan saat ini, dan menjadikan 
hasilnya sebagai landasan penyimpulan tentang masa yang akan datang, 

2) Peradaban Yunani Kuno menjadi sumber tradisi ilmiah yang kini 
berkembang luas dan juga di sanalah konsep sains pertama kali munculk 
Bangsa Yunani Kuno menyelidiki keseluruhan rentang pengalaman. 
manusia, dan prestasi mereka dalam mengkreasi pengetahuan ilmiah 
yang permanen adalah terutama dalam sains-sains matematis, dalam 
matematika sendiri, dan disiplin-disiplin ilmu yang sangat matematis. 

3) Plato mengangkat mitos matematis untuk alam semesta dan susunannya 
berdasarkan elemen-elemen geometrik, sedangkan Aristoteles 
merumuskan prinsip-prinsip logis deduksi saat menolak kemungkinan 
hukum-hukum matematis untuk fenomena fisika objek-objek di alam. 

4) Konsep sains yang terbentuk pada revolusi sains abad ke-17 memberikan 
suatu deskripsi tentang alam semesta, semesta atau univers fisika, dalam 
kaitannya dengan geometri ruang dan relasi-relasi numerik. Konsep sains 
ini melihat alam semesta sebagai realm relasi-relasi berkaidah yang 
bersifat objektif, lepas dari tindakan atau pengaruh manusia. 

5) Descartes memisahkan realitas ke dalam semesta fisika dan suatu dunia 
terpisah yang meliputi kesadaran dan jiwa manusia. Kerangka ini 
memberi ruang bagi kesadaran manusia untuk menentukan berbagai 
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rahasia dari proses-proses alam bukan dengan observasi pusif tetapi 
dengan mentransformasi alam melalui eksperimen. 
6) Dua cir tersebut adalah 

a) mengedepankan kalkulasi dan manipulasi lambang-lambang 
simbolik yang berperan sebagai pengganti sofistikasi deduktif 
bangsa Yunani, 

b) mengangkat analisis atau penguraian fenomena kompleks ke dalam 
elemen-elemen sederhana untuk menggantikan penekanan bangsa 
Yunani pada deduksi 

7) Dua kesuksesan matematika pada abad ke-17: 

a) Lahirnya geometri analitik dengan mana struktur geometrik untuk 
ruang dapat ditransfomasi melalui koordinasi ke dalam kajian 
analisis aljabar 

- b) Penemuan kalkulus turunan dan integral. 
$) Peran penelitian matematika antara lain: 

a) mewadahi munculnya konsep dan teori baru dalam matematika yang 
dipicu tekanan dari perlunya memecahkan masalah dan menciptakan 
alat bantu intelektual dengan mana teori dan struktur matematis 
yang sudah ada dapat diperluas dan diterapkan: 

b) menyeimbangkan proses “radikal” pemunculan konsep dan teori 
baru dengan kecenderungan “konservatif” untuk mempertahankan 
eksistensi semua domain, masalah, dan tema konseptual yang 
sebelumnya telah ditetapkan sebagai fokus dari peneliuan matematis 
yang signifikan 

9) Jawaban untuk pertanyaan terbuka ini mungkin beraneka ragam, 

Misalnya: Anggapan stercotip itu tidak benar, karena salah satu faktor 

penting yang mengarahkan para matematikawan kepada temuan-temuan 

besar baru dalam matematika—misalnya konsep, teori, dan konstruksi 
matematis—adalah lompatan gagasan dan imajinasi matematis, 
10) Faktor-faktor yang menjadi kendala terwujudnya ketersediaan konsep 


dan alat bantu matematis bagi sains-sains yang menerapkan matematika 

adalah antara lain: 

a) masalah komunikasi: 

b) masalah kemampuan para praktisi sains untuk menembus kesukaran 
terjemahan antar bahasa atau peristilahan yang digunakan bidang- 
bidang ilmu yang berbeda: 

c) masalah mengetahui apa yang relevan dalam konsep-konsep dan 
teknik-teknik yang tersedia. 
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Peradaban Yunani Kuno menjadi sumber tradisi ilmiah yang kini 
berkembang luas dan di sanalah juga konsep sains pertama kali muncul 
Bangsa Yunani Kuno menciptakan suatu bentuk penyempurnaan teori 
matematis yang rumit untuk mengkaji bilangan bulat, geometri, rasio, 
dan pengukuran geometris, Dalam teori ini, mereka juga menyelesaikan 
suatu konsep argumen matematis yang mapan, tentang deduksi 
matematis. 

Terjadinya revolusi sains pada abad ke-17 tidak lepas dari peran 
matematika sebagai perintis dan sekaligus alat utamanya: geometri 
analiik dengan mana struktur geometrik untuk ruang dapat 
ditransfomasi melalui koordinasi ke dalam kajian analisis aljabar, dan 
mesin analitik hebat berupa kalkulus turanan dan integral yang 
menjadikan penanganan proses-proses infinit jauh lebih sederhana dan 
lebih dapat dikelola 


NA TES FORMATIF 3 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Berikut ini adalah peradaban-peradaban besar yang juga terkenal akan 
prestasi-prestasi matematisnya. Bangsa manakah yang pertama kalj 
berhasil mengembangkan matematika teoretis berdasarkan bukti dalani 
suatu sistem aksiomatis? 

A. Bangsa Babilonia 

B. Bangsa Mesir Kuno 
C. Bangsa Persia 

D. Bangsa Yunani Kuno 


2) Pada tingkat yang paling fundamental, kapankah terjadi revolusi dalam 
sains? 
A. Zaman Renaissance 
B, Abad ke-18 
C. Abad ke-17 
D. Abad ke-19 


3) Descartes membagi realitas ke dalam dua bagian, yaitu ... 
A. realitas objektif dan realitas subjektif 
B. semesta fisika serta dunia kesadaran dan jiwa manusia 
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fakta dan asumsi 
realm matematis dan realm fisika 


4) Berikut ini adalah ciri-ciri dari matematika yang berkembang pada abad 


ke- 


A 


17. kecuali .... 

Kalkulasi dan manipulasi lambang-lambang simbolik digunakan 
dalam matematika sebagai pengganti sofistikasi deduktif bangsa 
Yunani 

Struktur geometrik untuk ruang ditransfomasikan melalui koordinasi 
ke dalam kajian analisis aljabar 

Argumen-argumen rumit dan sukar berdasarkan metode pemerasan 
dari Eudoxus dan Archimedes untuk menangani proses-proses 
infinit digantikan dengan formula aljabar atau calculi yang jauh 
lebih sederhana dan lebih dapat dikelola. 

Matematika menggunakan deskripsi sistematik dunia yang 
mentransformasikan bentuk subjek-predikat dari kalimat ke dalam 
pola objek atau substansi individual yang memiliki suatu kualitas 
tertentu. 


$) Berdasarkan materi yang sudah Anda pelajari dalam kegiatan belajar ini, 


pernyataan-pernyataan tentang bilang 


A 


B. 


Cc. 


D. 


an berikut ini benar, kecuali .... 
Suatu konsep bilangan baru yang lebih fleksibel. yaitu bilangan real 
pada pemaknaan masa kini. muncul pada zaman Renaissance. 
Bilangan imajiner digunakan sebagai besaran umum untuk panjang, 
luas, volume, massa, dan sebagainya 

Campuran dari bilangan real dan bilangan imajiner disebut bilangan 
kompleks. 

Pada akhir abad ke-18, bilangan-bilangan kompleks sepenuhnya 
diterima sebagai anggota dari real matematis yang masuk akal. 


Untuk Soal 6-10, kajilah Wap pern; n di bawah ini. Selanjutnya, 


pada kotak yang tersedia, tuliskan “B” jika pernyataan itu benar atau 


tuliskan “S 


6) Upaya-upaya untuk memprediksi masa depan tidak terkait de 


7) 


jika pernyataan itu salah. 


hipotesis-hipotesis tentang masa lalu dan saat ini 

Keperluan untuk memecahkan masalah dan menciptakan alat bantu 
intelektual dengan mana teon dan struktur matematis yang sudah 
ada dapat diperluas dan diterapkan merupakan faktor pendorong 


bagi penemuan konsep dan teon baru. 
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8) C] Aktivitas matematis merupakan suatu proses yang bersifat otomatis 
layaknya mesin berupa penerapan mekanis aturan-aturan formal. 

9) Semakin kaya penelitian matematis modern, semakin luas pula 
konsep dan alat bantu yang tersedia bagi sains-sains yang 
menerapkan matematika. 

wf | Matematika seringkali menjadi satu-satunya alat bantu yang 
memungkinkan seseorang untuk menyelidiki lebih lanjut ke dalam 
bidang yang tidak diketahui. 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 3 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini, Hitunglah jawaban yang benar 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 3 


an Jumlah Jawaban yang Benar = 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan modul selanjutnya. Bagus? Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 3, terutama bagian yang 
belum dikuasai, 
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Kunci Jawaban Tes Formatif 


Tes Formatif | 

DA 7411518 

2) C Matematika adalah ratu dari sains, 

3) C diketahui secara empirik 

4) B Pada seb; 
dua sudut siku-siku 


5) B realisme 


arang segitiga, jumlah dari ketiga sudut dalamnya sama dengan 


6) D mengisyaratkan bahwa eksistensi real matematis terikat pada semesta 
fisik, pikiran manusia, komunitas para matematikawan, dan sebagainya 

7) D “idealisme” dan “anti-realisme dalam nilai kebenaran” 

8) B Hubungan sains dan matematika sebaiknya dibatasi pada “matematika 
terapan” saja 

9) C Hubungan sains dan matematika sebaiknya dibatasi pada “matematika 
terapan” saja, 

10) D realisme versus nominalisme 


Tes Formatif 2 

1) C Pernyataan yang telah dibuktikan berdasarkan pernyataan- 
pernyataan lain yang telah terbuktikan sebelumnya 

2) B Tidak adanya istilah-istilah yang tidak didefinisikan 

3) B Tidak adanya istilah-istilah yang tidak didefinisikan. 

4) C Upaya untuk mengubah status postular kesejajaran dari “postulat” 
menjadi "teorema" pada akhirnya berhasil. 


5) B 
6) S 
7) B 
8) S 
9) B 
10) S 


Tes Formatif 3 

1) D Bangsa Yunani Kuno 

2) B Abad ke-18 

3) B semesta fisika serta dunia kesadaran dan jiwa manusia 
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4) D Matematika menggunakan deskripsi sistematik dunia yang 
mentransformasikan bentuk subjek-predikat dari kalimat ke dalam 
pola objek atau substansi individual yang memiliki suatu kualitas 


tertentu. 
5) B 
6) S 
7) B 
8) S 
9) B 
10) B 
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Permasalahan dalam Perkembangan 


Matematika 
Prof. Dr. Wahyudin, M.Si. 


= PENDAHULUAN 


S etelah kita mendapatkan gambaran hakikat matematika dalam perspektif 
yang cenderung tradisional—sifat kemestian dan pengetahuan a priori 
dalam matematika, objek dan objektivitas dalam matematika, dan sifat 
aksiomatis dari matematika—serta menyoroti hubungan antara matematika 
dan sains, sekarang kita akan menghadapkan sifat-sifat tersebut kepada sudut 
pandang yang sangat berbeda. | 

Kegiatan Belajar | dalam modul ini membahas sepuluh pernyataan ataw 
klaim terkait matematika dan perkembangannya. Meski telah memperoleh 
penerimaan secara luas, namun pernyataan-pernyataan yang nanti akan kit 
bahas tampaknya keliru dalam segi-segi tertentu dan berpotensi menjadi 
penghambat bagi studi historis dalam matematika. Kita akan menganalisis 
pernyataan-pernyataan tersebut secara kritis, tetapi kita lebih dahulu 
menggali potensi kemasuk-akalan masing-masingnya berdasarkan fakta 
bahwa satu atau lebih pakar telah mendukungnya. Dengan demikian, materi 
ini pada satu segi merupakan studi kasus yang dimaksudkan antara Jain untuk 
membantu para pendatang baru dan mendorong para praktisioner untuk 
menggali renungan mereka sendiri 

Selanjutnya, Kegiatan Belajar 2 memperkenalkan perkara irrasionalitas 
dan ketak-hinggaan dalam sejarah matematika, serta tiga masalah konstruksi 
yang terkenal dari zaman kuno: kuadratur lingkaran, menggandakan kubus, 
dan triseksi sudut. Materi-materi ini dikemukakan cukup awal untuk memberi 
Anda gambaran tentang bagaimana masalah-masalah tertentu telah menjadi 
penting dalam perkembangan dan sejarah matematika dan bagaimana 
permasalahan itu dicari penyelesaiannya oleh para matematikawan dari 
waktu ke waktu, dengan mana adakalanya area-area matematis baru berhasil 
ditemukan. 
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Setelah menyelesaikan modul ini, diharapkan Anda dapat: 

1. menjelaskan sepuluh miskonsepsi tentang matematika dan 
sejarahnya; 

2. menjelaskan sejarah dari masalah dan resolusi tentang bilangan 
irrasional; 


3. menjelaskan sejarah dari masalah dan resolusi tentang ketak- 


skan tentang sejarah tiga masalah konstruksi dari zaman 
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KEGIATAN BELAJAR 1 


Kajian Miskonsepsi tentang Matematika dan 
Sejarahnya 


paya penolakan terhadap sepuluh pernyataan atau klaim terkait 

matematika yang akan dibahas dalam kegiatan belajar ini diawali 
dengan dua buah kualifikasi. Pertama, dalam mendukung ditinggalkannya 
pernyataan-pernyataan tersebut, kami pada sebagian besar kasus tidak 
memaksakan invers-inversnya: menyangkal pernyataan semua angsa 
berwarna putih tidak menyimpulkan bahwa seseorang meyakini tidak ada 
seekor pun angsa berwarna putih. Kedua, kami sadar bahwa evidensi yang 
dikemukakan untuk tiap pernyataan barangkali tidak memadai. Namun 
demikian, argumen-argumen yang dibahas di sini dimaksudkan terutama 
untuk memberikan alternatif pandangan terkait hakikat matematika dar 
berbagai aspeknya yang telah kita pelajari dalam Modul 1. 


A. SIFAT-SIFAT MATEMATIKA 


1. Metodologi Matematika adalah Deduksi 

Di dalam sebuah esseynya pada tahun 1945, Carl G. Hempel 
menyatakan bahwa metode yang diterapkan dalam matematika “adalah 
metode demonstrasi matematis, yang terdapat dalam deduksi logis proposisi- 
proposisi yang akan dibuktikan dari proposisi-proposisi lain, yang telah lebih 
dahulu dikukuhkan,” Hempel menambahkan kualifikasi bahwa sistem-sistem 
matematis pada akhirnya bersandar pada aksioma-aksioma dan postulat- 
postulat, yang sendirinya tidak dapat diperoleh dengan deduksi. Pernyataan 
Hempel mengenai metode matematika telah diakui secara luas, tetapi 
selanjutnya dari sana termunculkan tanda tanya tentang dua aspek dari 
pernyataan tersebut 

Pertama, pernyataan itu seolah-olah membuat para matematikawan tidak 
diperlukan dengan mengimplikasi bahwa sebuah mesin yang diprogram 
dengan aturan-aturan inferensi yang tepat dan mengolah, misalnya, definisi- 
definisi, aksioma-aksioma, dan postulat-postulat dari Euclid dapat 
mendeduksi keseluruhan 465 proposisi yang dihadirkan dalam Elements. 
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Kedua, pernyataan itu mereduksi peran sejarawan matematika ke peranan 
rekonstruksi mata rantai-mata rantai deduktif yang dicapai dalam 
perkembangan matematika. 

Kita dapat menyadari bahwa pernyataan Hempel tersebut tidaklah benar 
dengan membaca publikasi selanjutnya, juga oleh Hempel, dalam Philosophy 


of Natural Science (1966), dia mengedepankan sebuah bukti elementer yang 
menimbulkan konklusi-konklusi bahwa deduksi tidak dapat menjadi satu- 
satunya metode matematika. Pada khususnya. dia mendemonstrasikan bahwa 
bahkan dari satu pernyataan yang benar, pernyataan-pernyataan benar lainnya 
dalam jumlah tak-hingga dapat dideduksi secara valid. Jika kita mengambil 
“atau” dalam arti non-ekslusif dan diberikan proposisi yang benar p, Hempel 


mengutarakan bahwa kita dapat mendeduksi infinitas pernyataan-pernyataan 
berbentuk “p atau yg,” di mana g adalah sebarang proposisi, apapun itu, 
ePerhatikan bahwa semua proposisi itu benar karena, dengan arti nonekslusif 
dari “atau,” semua proposisi berbentuk “p atau q” adalah benar jika p benar. 
Seperti dinyatakan Hempel, contoh ini menunjukkan bahwa aturan-aturan 
Inferensi logis hanya memberikan tes-tes validitas dari argumen, bukan 
metode-metode penemuan. Dan perlu juga dicatat, bahwa aturan-aturan 
tersebut juga tidak memberikan pedoman tentang signifikan atau tidaknya 
Proposisi-proposisi yang dideduksi, Oleh karena itu, kita melihat bahwa suatu 
entitas, baik manusia maupun mesin, yang memiliki aturan-aturan inferensi 
deduktif dan sehimpunan aksioma sebagai titik awalnya, dapat melahirkan 
konklusi-konklusi benar dalam jumlah tak-hingga, yang tidak satu pun di 
antaranya bersifat signifikan. Kita tidak akan menyebut hasil-hasilnya 
sebagai matematika. Jadi, matematika sebagaimana kita mengetahuinya tidak 
dapat timbul hanya dari metode-metode deduktif, Sebuah mesin yang 
diberikan berbagai definisi, aksioma, dan postulat Euclid mungkin 
mendeduksi ribuan proposisi yang valid tanpa membuahkan satu pun dari 
teorema-teorema Euelid. 

Lebih lanjut, analisis yang dilakukan oleh Hempel menunjukkan bahwa 
bahkan jika definisi-definisi, aksioma-aksioma, dan postulat-postulat dapat 
dihasilkan secara deduktif. tetapi masih saja matematika tidak dapat 
bersandar hanya pada deduksi. Selanjutnya, kita melihat dari sini bahwa para 


sejarawan matematika tidak seharusnya membatasi upaya-upaya mereka 
sekedar pada rekonstruksi mata rantai-mata rantai deduktif dari masa lalu 
matematika. Ini semua tidak berarti menyangkal kenyataan peran besar 
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deduksi dalam metodologi matematika. Lebih tepatnya, apa yang hendak 
ditunjukkan sesungguhnya yaitu bahwa deduksi tidak dapat menjadi satu- 
satunya metode dalam matematika. 


2. Matematika Memberikan Pengetahuan Yang Pasti 

Di dalam essay tahun 1945 yang juga telah dikutip sebelum ini, Hempel 
menyatakan: “Karakteristik paling khas yang membedakan matematika dari 
berbagai cabang sains empirik ... tentu adalah kepastian dan kemestian luar 
biasa hasil-hasilnya.” Dan, dia menambahkan: “ 


suatu teorema matematis, 


setelah dibuktikan, serta merta terkukuhkan dan berlaku untuk semuan 


Dalam bertutur tentang kepastian dari matematika, Hempel hanya 
menegaskan kembali suatu pandangan yang telah dikumandangkan selama 
berabad-abad oleh banyak sekali penulis yang seringkali mengutip Elements 
Buclid sebagai contoh perwujudan utama dari kepastian itu. Di dalany 
tulisannya pada tahun 1843, Philip Kelland menyampaikan: “Pastilah bahwa 
dari kelengkapan, keseragaman dan ketanpa-salahannya, ... serta dari adopsi 
universal jalur argumen terlengkap dan terbaik, Elements karya Euclid berdiri 


tinggi di depan semua karya umat manusia.” | 

Dengan membaca tulisan Hempel secara teliti terungkap suatu ciri 
menarik: segera setelah menyampaikan kepastian dari matematika, di 
mencantumkan satu bagian tulisannya untuk “The Inadequacy of Euclid’s 
Postulates.” Di dalam bagian tersebut, dalam gaya Hilbert, Hempel 
menunjukkan bahwa geometri Euclid memiliki kekurangan berupa [akta 
bahwa geometri ini tidak memiliki sejumlah postulat yang perlu untuk 
membuktikan banyak dari proposisi-proposisinya. Hempel tampaknya benar. 
Pada tahun 1892, C. S. Pierce telah merangkumkan kesimpulan yang dicapai 
oleh sebagian besar matematikawan dari akhir abad ke-19: “Sesungguhnya, 
bahwa geometri elementer [Euclid], bukanlah kesempurnaan dari penalaran 
manusia, melainkan dihiasi banyak kekeliruan ....” 

Hal yang menarik dalam tulisan Hempel ini adalah bahwa dia 
tampaknya tidak menyadari tensi di anti 


a pernyataannya tentang kepastian 
matematika dan demonstrasinya bahwa barangkali contoh paling terkenal 
dari kepastian itu pun ternyata memuat banyak argumen yang keliru. 
Pernyataan Hempel tersebut dapat ditafsirkan memuat penegasan implisit 
bahwa suatu sistem matematis mewujudkan kepastian hanya setelah semua 
kekurangan telah dibuang darinya. Apa yang problematis yaitu apakah kita 
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dapat yakin bahwa ini telah dilakukan. Tentu saja fakta bahwa ketidak- 
cukupan dari beberapa argumen Euclid telah tidak terungkap selama lebih 
dari dua ribu tahun mengisyaratkan bahwa kepastian bersifat lebih samar 
daripada yang lazim dianggapkan. 

Selanjutnya, bertentangan dengan keyakinan bahwa kepastian dapat 
dijamin untuk sistem-sistem matematis yang diformalkan, Reuben Hersh 
telah menyatakan: “Tidak benar bahwa suatu bukti meragukan akan menjadi 
pasti dengan cara diformalkan. Sebaliknya. keraguan bukti itu selanjutnya 
digantikan oleh keraguan pengkodean dan pemrograman.” Morris Kline pada 
sekitar tiga dekade lalu menyajikan suatu demonstrasi yang kuat bahwa 


kepastian yang seolah-olah hadir di sepanjang perkembangan matematika 
adalah suatu ilusi; ini merujuk pada Mathematics: The Loss of Certainty 
karyanya, di mana dia menyatakan: “Harapan untuk menemukan dalil-dalil 
adan standar-standar yang objektif dan handal telah pudar. Zaman Nalar telah 
berlalu.” Banyak sekali dalam bagian selanjutnya memberikan pencerahan 
lebih lanjut tentang anggapan kepastian matematika, namun demikian mari 
sekarang kita membahas dua pernyataan yang masih berkaitan. 


3. Matematika Bersifat Kumulatif 

an untuk pernyataan tentang karakter 
kumulatif dari matematika diperoleh dari Hermann Hankel, yang menulis 
*Di dalam kebanyakan sains, satu generasi meruntuhkan apa yang telah 
dibangun oleh satu generasi lainnya dan apa yang telah dikukuhkan oleh satu 
generasi diruntuhkan oleh satu generasi lainnya. Hanya dalam matematika 
saja tiap generasi membangun sebuah tahapan baru pada bangunan yang 


Suatu formulasi yang ele 


lama.” Pierre Duhem membuat pemyataan serupa: “Fisika tidak bergerak 
maju seperti geometri, yang menambahkan proposisi-proposisi baru bersifat 
final dan tidak dapat diperdebatkan kepada proposisi-proposisi final dan tidak 
dapat diperdebatkan yang telah dimilikinya ....” Ilustrasi yang paling sering 
dikutip berkenaan dengan karakter kumulatif dari matematika adalah 
geometri non-Euclid. Renungkan pernyataan William Kingdom Clifford: 
“Apa yang dilakukan Vesalius terhadap Galen, yang dilakukan Copernicus 
terhadap Ptolemy, itulah apa yang dilakukan Lobatehevsky terhadap Euclid.” 

Namun demikian. pandangan Clifford tersebut tidak dapat dikatakan 
sangat benar: ketika penerimaan Vesalius menyebabkan penolakan terhadap 
Galen, ketika adopsi gagasan Copernicus menyebabkan ditinggalkannnya 
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gagasan Ptolemy, di sisi lain, Lobatchevsky tidak meruntuhkan Euclid; lebih 
tepatnya. dia mengungkapkan bahwa ada satu geometri lainnya yang 
mungkin. Meski contoh tersebut mengilustrasikan tingkatan luar biasa dari 
sifat kumulatif matematika, kasus-kasus lain memperlihatkan pola-pola 
perkembangan yang berlawanan, Banyak sekali area matematika telah 


ditinggalkan, demi semua maksud yang bersifat praktis. Para matematikawan 
dari abad ke-19 yang memperluas penelitian dua millenia tentang teori irisan 
kerucut kini telah terlupakan: teori invarian, sangat populer pada abad ke-19. 
kini tidak lagi diminati. Dari ratusan bukti teorema Pythagoras, sekarang 
hampir seluruhnya tidak lebih daripada sekedar keingintahuan, Singkatnya, 
meski banyak area, bukti, dan konsep lampau dalam matematika telah 


bertahan, namun yang lainnya kini ditinggalkan. Di hamparan masa lalu 
matematika berdiri puri-puri mahligai, yang dulunya dibangun dengan penuh 
kebanggaan, tetapi kemudian meski tidak pernah diserang, sekar: 
dibiarkan tanpa penghuni oleh para matematikawan aktif 


4. Pernyataan-pernyataan Matematis Selalu Benar 

Aspek paling menantang dari pertanyaan tentang karakter kumulatif 
matematika berkenaan dengan apakah pernyataan-pernyataan matematis 
tidak pernah diruntuhkan, Kutipan-kuupan sebelumnya dari Hankel dad 
Duhem dapat mewakili keyakinan meluas yang diungkapkan oleh Joseph 
Fourier pada tahun 1822 bahwa matematika “terbentuk secara lambat, namun 
matematika mempertahankan setiap prinsip yang telah diperolehnya ....” 
Meski para matematikawan mungkin tidak lagi berminat dengan sebuah 


prinsip, bukti, atau solusi masalah tertentu, meski cara-cara yang lebih elegan 
untuk memformulasikan apa yang telah ada itu ditemukan, namun demikian 
semua itu tampaknya bertahan. Dengan pengaruh keyakinan tersebut, M. J. 
Crowe mengutarakan dalam sebuah tulisan pada tahun 1975 bahwa 
“Revolusi-revolusi tidak pernah terjadi di dalam matematika.” Bersama 
pernyataan itu, dia menambahkan dua kualifikasi penting: pertama yaitu 
“syarat minimal bahwa karakteristik yang perlu dari revolusi yaitu suatu 
entitas yang telah ada sebelumnya (misal, raja, konstitusi, atau teori) 
diruntuhkan dan dibuang”, kedua, dia menekankan signifikansi frase “di 
dalam matematika,” menegaskan bahwa meskipun “"revolusi-revolusi 
mungkin saja terjadi dalam peristilahan matematis, simbolisme, meta- 
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matematika, dan metodologinya, semua itu tidak terjadi di dalam matematika 
itu sendiri.” 

Pernyataan Crowe tentang revolusi tersebut dipengaruhi oleh keyakinan 
yang meluas bahwa pernyataan-pernyataan dan bukti-bukti matematis telah 
senantiasa benar, Dia pertama kali terbawa untuk mempertanyakan 
keyakinan ini setelah membaca Proofs and Refutations yang luar biasa, karya 
Imre Lakatos, yang memuat sejarah pernyataan Euler bahwa untuk polihedra 
V- E+ F=2, di mana V adalah banyaknya pojok. E banyaknya rusuk. dan F 
banyaknya sisi. Lakatos menunjukkan tidak saja bahwa pernyataan Euler itu 
berkali-kali difalsifikasi, tetapi juga bahwa bukti-bukti yang diterbitkan untuk 
pernyataan itu pada banyak kejadian ternyata keliru. Sejarah yang 
disuguhkan Lakatos juga menampilkan kekayaan khasanah teknik-teknik 
yang dimiliki para matematikawan untuk menolong teorema-teorema dari 
keruntuhan. 

Berbeda dari Lakatos yang berfokus pada satu area saja, Philip J. Davis 
mengambil pandangan lebih luas ketika pada tahun 1972 dia mendaftarkan 
serangkaian kekeliruan dalam matematika yang telah diungkapnya. Philip 
Kitcher, dalam karyanya Nature of Mathematical Knowledge, juga telah 
membahas persoalan ini, mencatatkan banyak sekali kekeliruan, terutama 
dari sejarah analisis, Morris Kline mencurahkan perhatian pada banyak 
pernyataan [klaim] dan bukti matematis yang keliru dalam karyanya 


Mathematics: The Loss of Certainry, Misal. dia mencatat bahwa Ampere 
pada tahun 1806 membuktikan bahwa setiap fungsi diferensiabel di setiap 
titik di mana fungsi itu kontinu, dan bahwa Lacroix, Bertrand, dan yang lain- 
lainnya pun memberikan bukti-bukti sampai akhirnya Weierstrass secara 
dramatis mendemonstrasikan keberadaan fungsi-fungsi yang kontinu di 
manapun tetapi tidak diferensiabel di mana pun. Saat mempelajari sejarah 
bilangan-bilangan kompleks, Ernest Nagel menemukan bahwa para 
matematikawan seperti Cardan, Simson, Playfair, dan Frend menyangkal 
eksistensi dari bilangan-bilangan tersebut 

Lebih lanjut, Maurice Lecat pada buku tahun 1935 mendaftarkan hampir 
500 kekeliruan yang dipublikasikan oleh lebih dari 300 matematikawan. Di 
sisi lain, René Thom menyatakan: “Tidak pernah ada kasus dalam sejarah 


matematika di mana kesalahan satu orang telah membawa keseluruhan 
lapangan ilmu ini ke jalur yang salah .... Tidak pernah suatu kekeliruan yang 
signifikan merasuk ke dalam sebuah kesimpulan tanpa ditemukan hampir 
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dengan segera.” Bahkan seandainya pernyataan Thom ini benar, kutipan- 
kutipan dari Duhem dan Fourier tampaklah sukar untuk diterima berdasarkan 
informasi yang telah dikuup di atas ini mengenai kasus-kasus di mana 
konsep-konsep dan dugaan-dugaan, prinsip-prinsip dan bukti-bukti di dalam 
matematika telah ditolak. 


B. BUKTI DALAM MATEN 


ATIKA 


1. Bukti Matematika Tidak Problematik 

Pierre Duhem dalam tulisannya Aim and Structure of Physical Theory 
mengutarakan kembali pandangan yang diyakini secara meluas bahwa tidak 
ada yang problematik dalam bukti matematis dengan menyebutkan bahwa 
geometri “tumbuh oleh kontribusi terus menerus dari suatu teorema baru 


yang dibuktikan sekali dan untuk semua dan ditambahkan pada teoremiy 
teorema yang telah dibuktikan ....” Singkatnya, Duhem mengklaim bahwa 
gera setelah sebuah proposisi dibuktikan, maka proposisi itu tetap benar 
selama-lamanya. Banyak penulis, baik sebelum maupun sesudah Duhem) 


se; 


telah mengambil pandangan yang tidak sedemikian absolutis terhadap silah 
dan kekonklusifan dari bukti. Pada tahun 1739, David Hume mengamati: 
Tidak ada ... matematikawan sedemikian ahli ... untuk sepenuhnya 
meyakini sebarang kebenaran segera setelah penemuan kebenaran itu, atau 
untuk menganggapnya sebagai sesuatu, melainkan bahwa itu hanya sekedar 
kemungkinan, Setiap kali dia membenahi bukti-buktinya, keyakinannya 
meningkat; tetapi keyakinan itu lebih meningkat lagi oleh penerimaan dari 
rekan-rekannya: dan keyakinan itu terangkat sempurna oleh penerimaan dan 


penghargaan universal dari dunia kaum terpelajar,” 

G. H. Hardy menyimpulkan pada sebuah karya tulis tahun 1929 yang 
berjudul “Mathematical Proof” bahwa “Jika kita tekan itu ke arah 
ckstrimnya, kita terbawa pada suatu konklusi yang merupakan paradoks: 
bahwa tidak ada, secara tegas, sesuatu yang disebut bukti matematis: bahwa, 
dalam analisis akhir, kita tidak dapat mencapai apapun kecuali pokok 
gagasan, bahwa bukti-bukti adalah apa yang disebut oleh Litlewood dan 
saya sebagai gas, perhiasan retoris yang dirancang untuk mempengaruhi 
psikologi ...." E. T. Bell dalam sejumlah tulisannya mengemukakan gagasan 
bahwa standar-standar bukti telah mengalami perubahan besar di sepanjang 
sejarah. Misalnya, dalam karyanya Development of Mathematics (1940), dia 
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menolak penyataan dari seorang “pakar penting dalam matematika Yunani” 

yang tidak disebutkan namanya bahwa bangsa Yunani, dengan “ “logika 
mereka yang tanpa-keliru’, telah mencapai hasil-hasil matematis yang 
sedemikian sempurna hingga “tidak perlu merekonstruksi, apalagi menolak 
sebagai tidak-kuat bagian manapun dari doktrin mereka ....' ” Bell 
menanggapi bahwa di antara, misalnya, bukti-buku dari Euclid, “banyak 
yang telah diruntuhkan secara terperinci, dan mudahlah menghancurkan lebih 
banyak lagi seandainya itu membuahkan manfaat yang sepadan dengan 
upayanya.” 

Lebih lanjut, Raymond Wilder, yang juga membahas proses pembuktian 
dalam berbagai tulisannya, menyatakan pada tahun 1944 bahwa “kita tidak 
memiliki, dan barangkali tak akan pernah memiliki, sebarang standar buku 
yang lepas dari zaman, dari hal yang akan dibuktikan, atau dari orang atau 
faham pemikiran yang menggunakannya. Setelah tiga dekade kemudian, dia 
mengemukakan gagasan ini dengan sangat ringkas: “bukti dalam matematika 
“Adalah suatu perkara relatif yang ditentukan secara kultural.” 

Bahwa penelitian dalam sejarah dan filsafat matematika telah 
berkontribusi lebih pada pemahaman sifat bukti daripada sekedar 
Menunjukkan bahwa standar-standar bukti telah berulangkali berubah dapat 
diilustrasikan secara ringkas dengan mengkaji tulisan-tulisan yang relevan 
dari Imre Lakatos, Dalam tulisannya Proofs and Refutations (1963-64), 
Lakatos, berangkat dari keyakinannya (diambil dari Karl Popper) bahwa 
duguan-dugaan berperan sangat penting dalam pengembangan matematika 
serta harapannya (diambil dari George Pólya) bahwa metode-metode 
heuristik untuk matematika dapat diformulasi, merekonstruksi sejarah dugaan 


Euler tentang polihedra untuk menunjukkan bahwa sejarahnya itu kurang 
sejalan dengan historiografi akumulasionis tradisional dari matematika. 
Meski beberapa orang memandang sejarahnya sedikit lebih Juas daripada 
formulasi dugaan itu oleh Euler dan buka selanjutnya oleh Poincaré untuk 
dugaan tersebut, tetapi Lakatos menunjukkan bahwa banyak “bukti” telah 
diajukan secara sementara, masing-masingnya  difalsifikasi oleh 
kontraeksampel, 

Apa yang mendasar dalam tulisannya yaitu Lakatos mendefinisikan 
bukti sebagai “suatu eksperimen-pikiran—atau "kuasi-eksperimen'—yang 
mengisyaratkan peluruhan dugaan semula menjadi sub-dugaan-subdugaan 
atau lemma, dan dengan cara demikian menanamkannya dalam suatu tubuh 
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pengetahuan yang barangkali sangat jauh.” Berdasarkan hal tersebut, 
Lakatos, bertentangan dengan keyakinan bahwa bukti atau peruntuhan suatu 
klaim matematis bersifat final. mengargumentasikan dengan keras bahwa di 
satu sisi para matematikawan hendaknya mencari kontraeksampel untuk 
teorema-teorema yang telah terbuktikan dan di sisi lain bersikap waspada 
dalam meninggalkan teorema-teorema yang telah diruntuhkan. Lebih lanjut, 
dia mengingatkan tentang bahaya yang terlibatkan dalam berpegangan. jika 
kontraeksampel-kontraeksampel ditemukan, pada teknik-teknik yang 
disebutnya “monster-barring,” “monster adjustment.” dan “exception- 
barring.” 

Lakatos jaga membuat tulisan-tulisan Jain yang relevan dengan sifat dari 
bukti matematis; misalnya, dalam tulisannya “Infinite Regress and the 
Foundations of Mathematics” (1962), dia memberikan kritik tentang 
“program faham Euclid” dan konsepsi kalangan forn 
matematis, Di dalam tulisannya “A Renaissance of Empiricism in Recenti 
Philosophy of Mathematics” (1967), Lakatos menegaskan nilai penting 
pertimbangan-pertimbangan empiris dalam bukti matematis, sedang 
dalam “Cauchy and the Continuum ....” dia menegaskan bahwa metode 
metode analisis nonstandar dari Abraham Robinson dapat digunakan untuk 


alis tentang metode, 


memberikan suatu interpretasi yang sangat baru tentang peran ifinitsimal 
infinitsimal dalam pembangunan kalkulus. 

Karakter yang kadang-kadang misterius dari tulisan-tulisan Lakatos serta 
fakta bahwa minat-minatnya beralih pada akhir 1960-an ke sejarah dan 
filsafat sains—di sana dia menyumbang sebuah “metodologi program- 
program penelitian ilmiah”—meninggalkan, setelah dia wafat pada tahun 
1974, banyak pertanyaan yang tidak terjawab mengenai pandangan- 
pandangannya tentang matematika. Banyak penulis telah berupaya 
mensistematisasikan pemikiran Lakatos berkenaan dengan hal tersebut di 
atas, dan Michael Halleu telah mengusulkan dan secara historis 
mengilustrasikan sebuah tesis bahwa “teori-teori matematis. dapat dinilai 
berdasarkan kriteria seperti kriteria metodologi program-program penelitian 
ilmiah (dari Lakatos] ....” 


2. Standar-standar Keketatan Bersifat Tidak Berubah 
Pada tahun 1873, seorang matematikawan Oxford yang bernama H. J. S 


Smith menegaskan kembali sebuah konklusi yang seringkali 
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dikumandangkan pada abad-abad sebelumnya; Smith menulis: “Metode- 
metode dari Euclid adalah, dengan hampir penerimaan universal, tanpa cela 
dalam hal keketatannya.” Sejak awal abad ke-20, klaim Smith tentang 
“keketatan sempurna” dari Euclid tersebut tidak lagi dapat dipertahankan 
Dalam bukunya Value of Science (1905), Henry Poincaré bertanya: “Apakah 
kita akhirnya telah mencapai keketatan absolut?" Pada tiap tahap evolusi 
pendahulu kita ... memandang bahwa mereka telah mencapainya. Jika mereka 


membohongi diri sendiri, bukankah kita juga memperdayai diri kita sendiri?" 
Secara mengejutkan, Poincaré selanjutnya menyatakan bahwa “dalam 
analisis masa kini, saat seseorang memilih bersusah payah untuk bersifat 
ketat, maka tidak ada sesuatu pun kecuali silogisme-silogisme atau 
ketertarikan terhadap intuisi bilangan murni ini, satu-satunya intuisi yang 
tidak dapat memperdaya kita. Dapat dikatakan bahwa keketatan mutlak masa 
ekini telah dicapai." 

Lebih kini, Morris Kline menyebutkan: “Tidak ada bukti yang bersifat 
final. Kontracksampel-kontraeksampel baru meruntuhkan bukti-bukti lama. 
Bukti-bukti itu selanjutnya direvisi dan secara keliru dianggap terbukti untuk 
$elama-lamanya, Tetapi sejarah menunjukkan kepada kita bahwa ini sekedar 
berarti bahwa belum tiba waktunya untuk suatu kajian kritis terhadap bukti.” 

Standar-standar keketatan tidak saja semakin kuat, namun standar- 
Standar itu pun mengalami perubahan sifat: meski pada periode 1700-an 
geometri dipandang sebagai paradigma untuk standar-standar tersebut, tetapi 
pada akhir abad ke-19 pertimbangan-pertimbangan aritmetik-aljabar 
memperoleh tempat utama, dan dengan itu akhirnya terbuka jalan bagi 
standar-standar yang diformulasi sehubungan dengan teori himpunan. Kedua 
hal tersebut, beserta sejumlah hal Jain yang juga berkaitan dengan keketatan, 
telah dibahas dengan kepekaan luar biasa oleh Philip Kitcher. Misalnya, 
bertentangan dengan pandangan tradisional bahwa keketatan hendaknya 
selalu diberikan keutamaan. Kitcher menyebutkan dalam essaynya 
“Mathematical Rigor—Who Needs it?” jawaban sebagai berikut: “Beberapa 
matematikawan pada beberapa kesempatan, tetapi sama sekali tidak berarti 
semua matematikawan sepanjang masa.” Apa yang paling terasa dari 
pendapat yang dikedepankan oleh Kitcher tentang keketatan dalam essay 
tersebut dan dalam Nature of Mathematical Knowledge adalah implikasi- 
implikasinya pada historiografi matematika 
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Barangkali seseorang yang sedang mempelajari sejarah bilangan 
kompleks akan terbingungkan oleh peristilahan yang digunakan oleh para 
prakusioner dalam cabang ilmu yang paling rasional ini, matematika, untuk 
bilangan-bilangan tersebut, Meski sang penemu bilangan-bilangan kompleks. 
Cardan, menyebut bilangan-bilangan itu bersifat “sofistik,” tetapi Napier, 
Girard, Descartes, Huygens, dan Euler, berturut-turut menyebut bilangan- 
bilangan itu “tanpa-makna,” “tak-dapat-dijelaskan,” “imajiner,” “tak-dapat- 
dipahami,” dan “tak-mungkin.” Bahkan lebih anehnya. tampaknya. 
kebanyakan dari para matematikawan tersebut, meski tersirat kritisisme dari 
pemilihan istilah mereka yang bernada demikian, ternyata tidak ragu-ragu 
untuk menggunakan bilangan-bilangan itu. 

Seperti diamati oleh Ernest Nagel, “sedemikian lama tidak seorang pun 
dapat membela “bilangan-bilangan imajiner” dengan kemasuk-akalan, 
melainkan berdasarkan alasan kebergunaan matematisnya yang secara logika 
tidak memadai,” Dia menambahkan: “Meski begitu, para matematikawan 


yang menolak untuk membuang bilangan-bilangan itu ... bukan insan bodoh 
... seperti tampak dari peristiwa-peristiwa yang terjadi kemudian.” 

Apa yang ingin disampaikan Kitcher barangkali yaitu bahwa 
irrasionalitas yang seolah-olah hadir dari pengabaian keketatan yang terjadi 
dalam sejarah pra-1830-an pada bilangan-bilangan kompleks maupun 
kalkulus sebagian besar merupakan akibat dari konsepsi-konsepsi yang 
“berpusat pada kekinian” dan tak-historis tentang matematika. Pada 
khususnya, jika seseorang menyadari bahwa perlunya keketatan merupakan 
suatu nilai relatif yang boleh dan pada beberapa waktu telah secara rasional 
diabaikan demi nilai-nilai lainnya seperti kebergunaan, maka dia tidak akan 


terlalu berkeras untuk mendeskripsikan berbagai periode matematika sebagai 
zaman pengabaian-nalar dan lebih siap untuk menjalankan selayaknya tugas 
memahami mengapa para matematikawan mengadopsi entitas-entitas seperti 
“bilangan-bilangan tak-mungkin™ atau infinitsimal-infinitsimal 

Seperti disiratkan oleh Kitcher, barangkali bijaksanalah bagi para 
sejarawan matematika untuk mengikuti jejak para sejarawan sains yang sejak 
lama meragukan sistem-sistem filosofis dan historiografis yang menyebabkan 
rekonstruksi kontroversi-kontroversi ilmiah sehubungan dengan kategori- 
kategori seperti irrasionalitas. illogikalitas, dan keberkerasan yang 
melampaui batas . 


KA 
3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


9:48 RANA 


< Library = Hal2.14 


2.14 Hakikat DAN SEJARAH MATEMATIKA © 


3. Klaim-klaim Matematis Memungkinkan Falsifikasi Yang Bersifat 
Menentukan 
Pada bagian yang paling terkenal dari bukunya Aim and Structure of 
Physical Theory, Duhem menyerang pandangan bahwa eksperimen- 
eksperimen yang krusiul adalah mungkin di dalam fisika. Dia menyatakan: 
“Tidak seperti metode reduksi ke absurditas yang diterapkan oleh para 
geometer, kontradiksi eksperimental tidak memiliki kekuatan untuk 


mentransformasi suatu hipotesis fisika ke suatu kebenaran yang tidak dapat 
diperdebatkan lagi.” Alasan utama yang dia sebutkan untuk ketidakmampuan 
ini yaitu bahwa sebuah eksperimen yang dianggap krusial sebaik-baiknya 
hanya dapat memutuskan “di antara dua himpunan teori yang masing- 
masingnya harus diambil sebagai suatu keutuhan, yaitu, di antara dua sistem 
keseluruhan ....” Karena teori-teori fisika dapat diuji hanya dalam kumpulan- 
ekumpulan, maka para fisikawan, saat dihadapkan pada sebuah kontradiksi, 
dapat, menurut Duhem, menyelamatkan sebuah teori tertentu dengan 


memodifikasi satu atau lebih elemen dalam kumpulan itu, menyisakan teori 
tertentu yang dianggap paling penting (misalnya, teori gelombang atau teori 
partikel) dalam keadaan utuh. Berdasarkan itu, Duhem memandang teori- 
teori fisika masing-masingnya dapat diselamatkan dari keruntuhan 
Meski kami melihat beberapa kelemahan dari pernyataan-pern' 
Duhem, kami menghargainya dengan menegaskan bahwa sebuah analisis 


seperti demikian dapat diterapkan pula pada matematika. Khususnya, 
terdapat kenyataan bahwa di dalam sejarah matematika seseorang seringkali 
menemukan kasus di mana sebuah klaim matematis, saat dihadapkan dengan 
falsifikasi logis yang jelas, telah diselamatkan dengan memodifikasi suatu 


aspek lain dalam sistemnya. Dengan kata-kata Jain, pernyataan-pernyataan 
matematis biasanya tidak diuji secara terpisah tetapi sehubungan dengan 
elemen-elemen lain dalam sistemnya. 

Sekarang kita akan mengkaji beberapa contoh. Buclid membawa 
karyanya Elements ke suatu kesimpulan dengan teoremanya yang terkenal 
bahwa “tidak ada bangun lam, selam kelima bangun ruang beraturan, dapat 
dikonstruksi yang termuat oleh bangun-bangun sama sisi dan sama sudut 
yang sama satu sama lain.” Bagaimana seandainya tanggapan Euclid jika 
dihadapkan pada sebuah kontradiksi bagi teorema ini—misalnya, dengan 
sebuah heksahedron yang terbentuk dari penempatan dua buah tetrahedra 
secara berhadapan? Barangkali jelas bahwa Euclid tidak akan menolak 
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teorema tersebut, melainkan menyelamatkannya dengan merevisi definisi 
bangun ruang beraturannya sehingga mengeluarkan polihedra yang memiliki 
pojok-pojok yang nonkongruen. 

Selama berabad-abad, bilangan-bilangan kompleks dikerumuni oleh 
kontradiksi-kontradiksi; beberapa matematikawan menyerang bahwa 
bilangan-bilangan kompleks dikontradiksi oleh aturan-aturan bahwa setiap 
bilangan mestilah kurang dari, lebih dari, atau sama dengan nol dan bahwa 
kuadrat dari bilangan manapun adalah positif. Lebih lanjut. beberapa 
matematikawan lain berpendapat bahwa bilangan-bilangan kompleks tidak 
mungkin diinterpretasi secara geometrik 

Banyak kasus lainnya ditemukan: pada kenyataan, buku Proofs and 
Refutations dari Lakatos kaya akan contoh-contoh sangkalan pernyataan 
matematis yang pada akhimya sangkalan-sangkalan itu pun ditolak. Tentu 


saja, para matematikawan adakalanya memang memilih untuk mengaku 
kontradiksi logis yang jelas sebagai peruntuhan sebenarnya; meski begitu, 
tampaknya unsur pilihan hadir pada banyak kasus seperti demikian. 


C. HUBUNGAN ANTARA MATEMATIKA DAN SAINS 
1. Metodologi Matematika Sangat Berbeda dari Metodologi Sains 
Kutipan-kutipan yang telah dikemukakan sebelumnya dari Aim and 
Structure of Physical Theory karya Duhem mengilustrasikan subtema yang 
mengalir dalam buku tersebut: bahwa metodologi matematika sangat berbeda 
dari metodologi fisika. Pada bagian-bagian lainnya, Duhem menyebutkan 
bahwa fisika belum mencapai “suatu perkembangan yang setenang dan 
seteratur perkembangan matematika,” dan bahwa, “fisika, tidak seperti 
mutematika, memiliki hanya sedikit gagasan yang tampak jelas, murni, dan 
sederhana.” Lebih lanjut, terutama karena Duhem percaya bahwa “dua 
metode ini hadir dengan sangat berbeda.” dia berkesimpulan bahwa, meski 
sejarah fisika berkontribusi penting untuk memahami fisika, “Sejarah 
matematika adalah, meski merupakan objek keingintahuan yang masuk akal, 
tidak sangat penting untuk memahami matematika.” Pandangan yang 
diangkat dalam bagian ini dan bagian selanjutnya adalah bahwa terdapat 


kesejajaran-kesejajaran penting di antara metode-metode yang diterapkan 
dalam matematika dan dalam fisika. 
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Penulis pertama yang secara eksplisit mendeskripsikan metode yang. 
menurut sebagian besar filsuf masa kini dalam bidang sains, mencirikan 
fisika adalah Christiaan Huygens. Pada bagian kata pengantar dari bukunya 
Treatise on Light dia menyampaikan bahwa dalam menyajikan teori 
cahayanya dia telah bersandar pada “demonstrasi-demonstrasi dari jenis yang 
tidak menghasilkan keyakinan sebesar demonstrasi-demonstrasi yang 
digunakan dalam geometri, dan yang bahkan dengan demikian sangat 
berbeda. karena para geometer membuktikan proposisi-proposisi mereka oleh 
prinsip-prinsip yang tetap dan tidak dapat diperdebatkan, sedangkan di sini 
prinsip-prinsip diverifikasi oleh konklusi-konklusi yang diambil dari prinsip- 
prinsip itu ....” Apa yang ingin dikemukakan di sini dari hal-hal tersebut di 
atas yaitu bahwa, sedemikian lebih jauh dari apa yang biasa disadari, para 
matematikawan telah menerapkan metode seperti demikian—apa yang 
xdisebut metode hipotetik-deduktif. Meski pretensinya adalah bahwa aksioma- 
Oksioma matematis menjustifikasi konklusi-konklusi yang diambil dari 
aksioma-aksioma itu, tetapi kenyataannya yaitu bahwa para matematikawan 
sedemikian telah menerima sistem-sistem aksioma berdasarkan kemampuan 
aksioma-aksioma itu untuk menghadirkan keteraturan dan kejelasan bagi 
Suatu lapangan ilmu atau untuk memunculkan konklusi-konklusi yang 
menarik dan berguna 

Dalam suatu pemaknaan penting, apa yang melegitimasi kalkulus dalam 
pandangan para penciptanya yaitu bahwa dengan menggunakan metode- 
metodenya mereka dapat mencapai konklusi-konklusi yang diakui benar dan 
berguna, Meski Hamilton, Grassmann, dan Cantor, sebagai beberapa contoh, 
menghadirkan sistem-sistem baru yang membuat mereka terkenal saat ini 
dalam konteks filsafat-filsafat matematika tertentu (kini telah banyak 
ditinggalkan), apa yang paling telah menjustifikasi kreasi-kreasi baru mereka, 
baik dalam pandangan mereka sendiri maupun di antara para ilmuwan 
sezaman, adalah konklusi yang diambil dari sistem-sistem tersebut. Ini 
hendaknya tidak dipahami secara keliru; kami tidak menekankan bahwa 
hanya kriteria utilitarian yang menentukan keberterimaan sistem-sistem 


matematis, meski kebergunaan memang merupakan hal yang penting. Lebih 
tepatnya, kami berpendapat bahwa karakteristik-karakteristik dari hasil-hasil 
yang diperoleh—misalnya, kejelasan—telah berperan besar dalam 
menentukan keberterimaan sumber dari mana hasil-hasil dideduksi. Dengan 
kata-kata Jain, kalkulus, bilangan-bilangan kompleks, geometri-geometri 
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non-Euclid, dsb., pada satu sisi adalah hipotesis-hipotesis yang dihadapkan 


kepada pengujian oleh para matematikawan dalam cari 
bentuk logisnya dengan yang digunakan oleh para fisikawan. 


ara serupa dari 


Beberapa penulis baru-baru ini juga pada dasarnya melihat bahwa para 
matematikawan telah berulang kali menerapkan metode hipotetik-deduktif. 
Hilary Putnam memulai tulisan pada tahun 1975 dengan bertanya bagaimana 
kita akan bereaksi terhadap temuan bahwa para matematikawan Martian 
ternyata menerapkan suatu metodologi yang, meski menggunakan bukti-bukti 
penuh bila memungkinkan, juga bersandar pada tes-tes kuasi-empirik; 
misalnya, para matematikawan Martian yang dia amati menerima dugaan 
empat-warna karena banyak evidensi empiris yang mendukung dan tidak ada 
satu pun yang bertentangan dengan dugaan tersebut. Putnam kemudian 
menyampaikan bahwa kita hendaknya tidak melihat ini sebagai akibat dari 
pemahaman aneh tentang sifat dari matematika; pada kenyataan, dia 
menegaskan bahwa "kita telah menggunakan metode-metode kuasi-empirilk 
atau bahkan empirik di dalam matematika selama ini ...” Contoh pertama 
yang digunakannya untuk mendukung pandangan tersebut adalah kreasi 


geometri analitis oleh Descartes, yang bergantung pada kemungkinan 
korespondensi satu-satu antara bilangan-bilangan real dan titik-titik pada 
sebuah garis. Fakta bahwa pada zaman Descartes tidak tersedia satu puri 
justifikasi untuk korespondensi ini, tanpa lebih dahulu mempertimbangkan 
bilangan-bilangan real, tidak menghalangi dia dan para ilmuwan 
sezamannya: mereka terus maju dengan penuh keyakinan. Komentar Putnam 
pada ilustrasi Descartes tersebut: “Ini merupakan contoh penggunaan 
metode-metode hipotetik-deduktif sebagaimana penggunaan dalam fisika.” 

Philip Kitcher, yang telah menekankan kesejajaran-kesejajaran di antara 
evolusi dalam matematika dan evolusi dalam sains, telah pula 
mengedepankan pernyataan serupa demikian. Pada tahun 1981. dia 
menyatakan: 

Meski kita terkadang dapat menyajikan bagian-bagian dari matematika 
dalam bentuk aksiomatik ... pernyataan-pernyataan yang diambil sebagai 
aksioma-aksioma biasanya tidak memiliki ciri-ciri epistemologis ng 
dilekatkan [oleh para deduktivis] ke prinsip-prinsip pertama. Pengetahuan 
kita tentang aksioma-aksioma seringkali tidak sejelas pengetahuan kita 
tentang pernyataan yang diambil dari aksioma-aksioma itu ... Pada 
kenyataan, pengetahuan kita tentang aksioma-aksioma Kadang-kadang 
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diperoleh dari inferensi nondeduktif dari pengetahuan tentang teorema- 
teorema yang digunakan aksioma-aksioma itu untuk mensistematisasi 


Akhirnya, pernyataan-pernyataan yang menekankan bahwa sistem- 


sistem matematis, sebagaimana sistem-sistem dalam sains, diuji oleh hasil- 
hasilnya terdapat di dalam tulisan-tulisan dari Haskell Curry, Willard Van 
Orman Quine, dan Kurt Gödel. 


D. SEJARAH DAN FILSAFAT MATEMATIKA 


1. Struktur Matematika secara Akurat Merefleksikan Sejarahn 

Pembahasan berikut ini didasarkan pada pengalaman Crowe saat dia 
mengajarkan sebuah mata kuliah kepada para mahasiswa humaniora yang 
dimulai dengan telaah Buku I dari Elements karya Euclid. Pengalaman ini 
meyakinkan dirinya bahwa miskonsepsi paling krusial yang dimiliki para 
mahasiswa tentang matematika yaitu bahwa struktur matematika telah secara 
akurat merefleksikan sejarahn: 
membaca teks tersebut berdas 
Wari definisi-definisi pembuka, postulat-postulat, dan gagasan-gagasan 
limum, sampai ke empat puluh delapan proposisinya secara akurat 
merefleksikan perkembangan dari pikiran Euelid 

Keyakinan mereka akan hal tersebut diperkuat oleh fakta bahwa 
kebanyakan dari mereka sebelumnya telah membaca Posterior Analytics dari 
Aristoteles, di mana sang filsuf besar itu menyebutkan bahwa untuk sebuah 
demonstrasi yang valid “premis-premis ... mestilah ... lebih diketahui dan 
lebih dahulu daripada konklusi . amun demikian, perkembangan pikiran 
Euclid mungkin sangat berbeda. Perhatikan ilustrasi dengan ajuan 
pertanyaan-pertanyaan di bawah ini 

Tidak masuk akalkah bahwa dalam menulis Buku | dari Elements, Euclid 
memulai tidak dengan definisi-definisi, postulat-postulat, dan gagasan- 


Hampir selalu. para mahasiswanya 


an asumsi bahwa progresi deduktif mulai 


gagasan umumnya, melainkan baik dengan proposisi ke-4S-nya yang sangat 
kuat, yang menunjukkan bagaimana mereduksi arca-arca yang dibatasi garis- 
garis lurus ke sekumpulan area berbentuk segitiga yang dapat diukur, 
maupun dengan proposisi ke-47-nya, yaitu teorema Pythagoras, untuk mana 


dia mencantumkan sebuah bukti yang telah diagungkan selama berabad- 
abad? Tidakkah dua proposisi itu merupakan proposisi-proposisi yang paling 
diketahuinya dan paling mendalam diyakininya? Tidak masuk akalkah kita 
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berpandangan bahwa barulah sesudah dia memutuskan proposisi-proposisi 
itu sebagai puncak dari buku pertamanya. Euclid mulai mengkonstruksi mata 
rantai-mata rantai deduktif yang mendukung proposisi-proposisi tersebut? 
Apakah mungkin bahwa Euclid memulai upayanya dengan definisi- 
definisinya yang terkadang samar dan arbitrer —“suatu titik adalah yang 
tidak memiliki bagian-bagian” —dan sedemikian cara tibalah empat puluh 
tujuh proposisi pada hasil yang diketahui bangsa Babylonia lima belas abad 
lebih awal? Suatu kajian tentang proposisi ke-45 dan proposisi ke-47 dari 


Euclid menunjukkan bahwa proposisi-proposisi itu tergantung pada proposisi 
bahwa jika dua guris lurus yang sebidang bertemu di satu titik dan membuat 
sebuah sudut satu sama lain yang besarnya sama dengan dua sudut siku-siku, 
maka dua garis itu adalah segaris, Haruskah dipandang sebagai kebetulan 
yang luar biasa bahwa sejak tiga puluh satu proposisi lebih awal Euclid telah 
membuktikan hasil tersebut, tetapi tidak menggunakannya sekali pun dalan 
proposisi-proposisi yang berkaitan dengannya? 

Berdasarkan ilustrasi di atas, menerima pernyataan bahwa sejarah dani 
struktur-struktur deduktif dari sistem-sistem matematis adalah identik sama 
saja dengan mempercayai bahwa Saccheri terkejut ketika setelah 
membuktikan lusinan proposisi, dia pada akhimya menyimpulkan bahwa dia 
telah mengukuhkan postulat kesejajaran. | 

Bukankah aksiomatisasi suatu lapangan ilmu seringkali merupakan salah 
satu dari tahap-tahap terakhir, bukan yang pertama, dalam perkembangan 
lapangan ilmu itu? Kita perhatikan sebuah kejadian bahwa Whitehead dan 


Russell memerlukan 362 halaman dari buku mereka Principia Mathematica 
untuk membuktikan bahwa 1 + 1 = 2. Teks-teks kalkulus dimulai dengan 
formulasi konsep limit, yang perlu waktu perkembangan selama dua abad 
Buku-buku geometri dimulai dengan gagasan-gagasan dan definisi-definisi 
primernya, di mana perncarian sampai masa Hilbert telah mencapai waktu 
dua ribu tahun, Anak-anak telah dihadapkan pada himpunan-himpunan 
beserta hukum komutatif dan hukum asosiatif—prestasi-prestasi yang dicapai 
dengan kerja keras pada abad ke-19. Jika mereka berbakat dan rajin, mereka 
beberapa tahun kemudian mungkin telah memahami beberapa teorema 
yang dikemukakan oleh Archimedes atau Apollonius. 


esoteri 

Saat Cauchy menetapkan teorema dasar dari kalkulus. bidang ini telah 
berusia hampir dua abad: saat Gauss membuktikan teorema dasar aljabar, dia 
menggenapi lebih dari dua milenia perkembangan dalam area aljabar, Dalam 
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pengajaran bilangan-bilangan kompleks, kita terlebih dulu menjustifikasi 
bilangan-bilangan kompleks itu berkenaan dengan pasangan-pasangan terurut 
bilangan real, suatu kreasi manusia pada tahun 1830-an. Setelah itu semua 
secara ajaib muncul dari proses ini, kita mengembangkannya ke suatu titik 
pencapaian, misalnya, teorema Demoivre, yang muncul satu abad sebelum 
pasangan terurut dari Hamilton dan Bolyai menjustifikasi semua hal tersebut. 
Dalam menyajikan teorema, kita lebih dahulu menamainya dan 
menyebutkannya secara tepat dan teliti agar mengeksklusi pengecualian- 
pengecualian yang telah dialami teorema itu pada tahun-tahun sejak 
formulasi pertaman lalu kita membuktikannya; dan, akhirnya, kita 
menerapkannya untuk membuktikan hasil-hasil yang barangkali telah 
diketahui lama sebelum teorema itu ditemukan. Singkatnya, kita 
membalikkan sejarah. Hamilton menciptakan kuaternion-kuaternion pada 
tahun 1843 dan sekaligus memberikan sebuah justifikasi formal untuk 
temuannya. inilah untuk pertama kalinya di mana sebuah sistem bilangan 
ditemukan dan dijustifikasi secara bersamaan, setengah abad kemudian Gibbs 
Wan Heaviside, memandang metode kuaternion dalam analisis ruang tidak 


Memuaskan, mengajukan sebuah sistem lebih sederhana yang diambil dari 
'kuaternion-kuaternion oleh suatu proses yang kini secara luas terlupakan 
Jangan salah paham: Kami tidak bermaksud mengklaim bahwa struktur 
matematika, sebagai keutuhan atau dalam bagian-bagiannya, adalah pada 
setiap kasus tidak sejalan dengan sejarahnya. Lebih tepat, kami 
mengungkapkan bahwa pandangan yang seringkali dimiliki seseorang, secara 


implisit atau eksplisit, bahwa struktur yang mereka lihat saat menghadapi 
matematika merupakan taksiran yang memadai atas sejarahnya, adalah 
sesungguhnya sangat rapuh, Matematika sering dibandingkan dengan sebuah 
pohon, dengan sifat bahwa tingginya terus bertambah, Sifat ini memang 
hadir, tetapi matematika juga mengalami perkembangan pada akar dan 
batang pohonnya: matemarika berkembang sebagai suatu keutuhan. 

Sebuah metafora lainnya, terdapat kenyataan bahwa tapal batas 
penelitian matematika seringkali hadir bukan di daerah yang jauh atau belum 
tereksplorasi, tetapi di tengah-tengah domain matematis. Matematika 
seringkali dibandingan dengan seni, renungkan sesaat. Odyssey karya 
Homer. Mona Lisa karya Da Vinci, dan Simfoni ke-5 karya Beethoven 
merupakan karya-karya yang tuntas, dan para seniman pada ma: anjutnya 
tidak berani mengubahnya. Namun demikian, para pakar analisis masa kini 
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bekerja mengiringi Leibniz dan Newton dalam menata area yang mereka 
ciptakan; seorang doktor dalam bidang teori bilangan menggabungkan 
Euclid. Fermat, dan Gauss dalam menyempurnakan pengetahuan tentang 
bilangan-bilangan prima. 

Kelvin menyebut Théorie analytique de la chaleur sebuah “puisi 
matematika,” tetapi banyak penulis menggubah bait-baitnya. Mengapa 
beberapa matematikawan menentang pengenalan bilungan-bilangan 
an tuduhan bahwa semua itu 


kompleks atau bilangan-bilangan transfinit. denga 
bertentangan dengan fondasi-fondasi matematika? Sebagian alasannya yaitu 
bahwa, tanpa pemaknaan historis, mereka tidak melihat bahwa fondasi- 
fondasi itu sendiri terbuka pada perubahan, bahwa bukan hanya premis- 
premis melainkan hasil-hasil juga menentukan apa yang dikehendaki dalam 
matematika. 


2. Pilihan-pilihan Metodologi dalam Matematika Adalah Empirisisme, 
Formalisme, Intuisionisme, dan Platonisme | 
Selama puluhan tahun, para matematikawan, filsuf, dan sejarawan 

mendeskripsikan pandangan-pandangan alternatif tentang metodologi 

matematika sebagai empirisisme, formalisme, intuisionisme, dan Platonisme, 

Pembatasan pilihan-pilihan ini tampaknya dikonsepsi buruk dalam sekurang. 

kurangnya dua cara sebagai berikut | 

Pertama, pembatasan tersebut cenderung membaurkan pembeda di 
antara epistemologi dan metodologi matematika. Meski berkaitan dalam 
sejumlah cara yang rumit, dua area itu dapat dan hendaknya diperbedakan. 
Epistemologi matematika berkenaan dengan bagaimana pengetahuan 
matematis adalah mungkin, sedangkan metodologi matematika berfokus pada 
metode-metode apa yang digunakan dalam matematika. Ketepatan tindakan 
pembedaan dua area ini didukung oleh fakta bahwa sejarah dan filsafat 
matematika mengungkap bahwa pandangan-pandangan epistemologis yang 
berbeda telah seringkali memasukkan banyak klaim-klaim metodologis yang 
sama. 

Kedua, Karakterisasi empat-lapis ini cenderung membaurkan pembeda di 
antara klaim-klaim normatif dan deskriptif, Mempertanyakan metode-metode 
apakah yang hendaknya digunakan oleh para matematikawan tentulah 
berbeda dari mempertanyakan metode-metode apa yang pada kenyataan telah 
mereka gunakan, Tidak disadarinya perbedaan ini tidak saja mengarah pada 
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apa yang disebut kekeliruan naturalistik—praktik menyimpulkan dari 
“adalah” menjadi “hendaknya”—tetapi juga kekeliruan sebaliknya yang 
tanpa nama yaitu menyimpulkan dari “hendaknya” menjadi “adalah.” 

Berdasarkan kenyataan, para matematikawan dan sejarawan matematika 
lebih tertarik kepada perkara-perkara metodologi daripada epistemologi 
matematika. Saat mereka beralih ke pustaka filsafat matematika, mereka 
biasanya menemukan perkara-perkara tersebut ditulis sehubungan dengan 
satu atau lebih pandangan dari empat pandangan (posisi) epistemologis 
utama yang telah disebutkan. Sayangnya, kategori-kategori tersebut 
tampaknya relatif tidak memberikan cukup penerangan dalam 
mengeksplorasi isu-isu metodologis, 

Reuben Hersh secara sangat efektif membahas masalah ini pada sebuah 
tulisannya pada tahun 1979 di mana dia bertanya: “Apakah kita memang 
sharus memilih di antara formalisme yang difalsifikasi oleh pengalaman 
keseharian kita, dan Platonisme yang mempostulatkan suatu negeri khayal di 
mana yang tak-dapat-dihitung dan yang tak-dapat-ditembus terhampar 
menunggu untuk diobservasi ...?” Hersh menawarkan program lain yang 
lebih sederhana kepada siapa pun yang berminat menyelidiki hakikat 
matematika; dia menyebutkan bahwa kita berupaya “memberikan laporan 
fentang pengetahuan matematis sebagaimana adanya—bersifat dapat-salah, 
Wapat-dibenahi, tentatif, dan berevolusi .... Yaitu, merefleksi secara jujur pada 
Apa yang kita lakukan saat kita menggunakan, mengajarkan, menciptakan 
atau menemukan matematika—dengan mempelajari sejarah, dengan 


introspeksi, dan dengan mengamati diri kita sendiri dan satu sama lain , 

Jika usulan Hersh ditanggapi secara serius, kategori-kategori baru 
barangkali akan muncul dalam filsafat dan historiografi matematika, dan 
kategori-kategori itu hendaknya terbukti lebih menarik dan lebih memberikan 
pencerahan daripada kategori-kategori tradisional. Selanjutnya, studi yang 
lebih baik mengenai metodologi deskriptif matematika hendaknya secara 
sendirinya memberikan pencerahan pada isu-isu epistemologis. 
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AS LATIHAN 


= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Sehubungan dengan apa yang dapat diberikan oleh aturan-aturan 
inferensi logis, jelaskan dua alasan yang mendasar bagi pandangan 
bahwa matematika tidak dapat timbul hanya dari metode-metode 
deduktif! 

2) Hempel menyatakan, “Karakteristik paling khas yang membedakan 


matematika ... a 
Di sisi lain, C. S. Pierce menyatakan, “... geometri clementer Euclid, 


alah kepastian dan kemestian luar biasa hasil-hasilny 


bukanlah kesempurnaan dari penalaran manusia, melainkan dihiasi 
banyak kekeliruan.” Berdasarkan materi yang telah Anda pelajari, 
kemukakan tafsiran untuk menengahi dua pernyataan yang berbeda 
tersebut! | 
3) Jelaskan pernyataan bahwa matematika bersifat kumulatif! Berikan 
contohnya terkait perkembangan geometri | 
4) Sebutkan dua kualifikasi yang dikemukakan oleh M. J. Crowe untuk 
mendampingi klaimnya bahwa revolusi tidak pernah terjadi “di dalam? 


matematika. 

5) Terkait pernyataan Raymond Wilder bahwa buku dalam matematika 
adalah suatu perkara relatif yang ditentukan secara kultural. Jelaskan 
maksud dari pernyataan tersebut dengan mengutip sebuah pernyataan 
lain. yang juga dikemukakan oleh Wilder! 

6) Berbeda dari klaim bahwa standar-standar kekeratan bersifat tidak 
berubah, jelaskan maksud dari pernyataan bahwa perlunya keketatan 
merupakan suatu nilai relatif! 

7) Berdasarkan materi yang telah Anda pelajari, apakah benar bahwa klaim 
matematis memungkinkan falsifikasi yang bersifat menentukan? 
Jelaskan. 

8) Jelaskan sifat-sifat dari metode yang digunakan oleh Huygens dalam 
teori fisikanya! 
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9) Klaim bahwa struktur yang seseorang lihat saat mempelajari matematika 


merupakan taksiran yang memadai atas sejarahnya adalah sesungguhnya 
sangat rapuh. Jelaskan mengapa demikian! 

10) Klaim bahwa pilihan-pilihan metodologi dalam matematika adalah 
empirisisme, formalisme, intuisionisme, dan Platonisme tampaknya 
keliru. Berikan dua alasan! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


I) Aturan-aturan inferensi logis hanya memberikan tes-tes validitas dari 
argumen, bukan metode-metode penemuan, Selain itu, aturan-aturan 
tersebut juga tidak memberikan pedoman tentang signifikan atau 
tidaknya proposisi-proposisi yang dideduksi. 


82) Jawaban mungkin beragam. Misalnya: Suatu sistem matematis 
mewujudkan kepastian hanya setelah semua kekurangan telah dibuang 
darinya, Fakta bahwa ketidak-cukupan dari beberapa argumen Euclid 
telah tidak terungkap selama lebih dari dua ribu tahun mengisyaratkan 
bahwa kepastian bersifat lebih samar daripada yang lazim dianggapkan. 

$) Di dalam matematika. tiap generasi membangun sebuah tahapan baru 
pada bangunan yang lama. Misalnya, geometri berkembang dengan 
menambahkan proposisi-proposisi baru yang bersifat final dan tidak 
dapat diperdebatkan kepada proposisi-proposisi final dan tidak dapat 
diperdebatkan yang telah dimilikinya. 


4) 


1, syarat minimal bahwa karakteristik yang perlu dari revolusi 
yaitu suatu entitas yang telah ada sebelumnya diruntuhkan dan dibuang 
Kedua, signifikansi frase “di dalam matematika,” yaitu bahwa meskipun 
revolusi-revolusi mungkin saja terjadi dalam peristilahan matematis, 


simbolisme, meta-matematika, dan metodologi matematis, tetapi semua 
itu tidak terjadi di dalam matematika itu sendiri. 

5) “Kita tidak memiliki, dan barangkali tidak akan pernah memiliki. 
sebarang standar bukti yang lepas dari zaman, dari hal yang akan 
dibuktikan, atau dari orang atau faham pemikiran yang 
menggunakannya.” 

6) Perlunya keketatan merupakan suatu nilai yang relatif berarti bahwa 
keketatan itu bersifat “boleh” dan pada beberapa waktu dapat secara 
rasional diabaikan demi nilai-nilai yang lainnya, misalnya kebergunaan, 
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7) Tidak benar. Terdapat kenyataan bahwa di dalam sejarah matematika 
seseorang seringkali menemukan kasus di mana sebuah klaim matematis, 
saat dihadapkan dengan falsifikasi logis yang jelas, telah diselamatkan 
dengan memodifikasi suatu aspek lain dalam sistemnya. Ini berarti 


bahwa pernyataan-pernyataan matematis biasanya tidak diuji secara 
terpisah tetapi sehubungan dengan elemen-elemen lain dalam sistemnya 
8) Teori fisika Huygens bersandar pada demonstrasi dari jenis yang tidak 
menghasilkan keyakinan sebesar demonstrasi yang digunakan dalam 
geometri, dan bahkan sangat berbeda, karena para geometer 
membuktikan proposisi mereka oleh prinsip-prinsip yang tetap dan tidak 
dapat diperdebatkan. Di sisi lain, dalam teori fisikanya, prinsip-prinsip 
diverifikasi oleh konklusi-konklusi yang diperoleh dari prinsip-prinsip 
itu juga 
9) Itu adalah karena aksiomatisasi suatu lapangan ilmu seringkali 
merupakan salah satu dari tahap-tahap terakhir, bukan yang pertama; 
dalam perkembangan lapangan ilmu itu, Pada perkembangan 
matematika, pandangan Aristoteles yang menyatakan bahwa “premisp 
premis ... mestilah ... lebih diketahui dan lebih dahulu daripada konklusi 
tidaklah selalu berlaku. Ini tampak jelas dari kajian sejaralk 


| 
matematika, misalnya, dalam bidang aljabar, kalkulus, dan bahkan 


geometri, 

10) Sebagaimana dipelajari dalam materi ini, alasan yang pertama? 
pembatasan tersebut cenderung membaurkan pembeda di antara 
epistemologi dan metodologi matematika. Kedua, karakterisasi empat- 
lapis ini cenderung membaurkan pembeda di antara klaim-klaim 
normatif dan deskriptif. 


IN) 


RANGKUMAN 


Pernyataan-pernyataan yang telah diterima secara meluas terkait 
matematika dan sejarahnya ternyata tidak lepas dari kajian kritis para 
matematikawan, filsuf, dan sejarawan matematika. Kajian sepuluh 
miskonsepsi tentang matematika dan sejarahnya ini. yang dikelola ke 
dalam empat tema—sifat-sifat matematika, bukti dalam matematika, 
hubungan antara matematika dan sains, serta sejarah dan filsafat 
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matematika—mengisyaratkan hadirnya keragaman pandangan tentang 
hakikat matematika, 

Namun demikian, kita menyadari bahwa nilai penung dari 
memahami hakikat matematika dan sejarahnya adalah antara lain kita 
hendaknya memperoleh suatu orientasi bagi matematika, pemahaman 
tentang perspektif dan peran matematika, dan sekurang-kurangnya suatu 
pedoman bagi arahan matematika—masalah-masalah seperti apa yang 
penting. pertanyaan-pertanyaan apa yang hendaknya diajukan, 
metodologi-metodologi apa yang masuk akal, apa yang mungkin 
berhasil, dan sebagainya. 


A TES FORMATIF 1 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


|) Pernyataan manakah di antara pernyataan-pernyataan berikut yang 

melemahkah klaim bahwa metodologi dalam matematika adalah 

deduksi? 

A. Metodologi dalam matematika adalah metode demonstrasi 
matematis 

B. Sistem-sistem matematis bersandar pada aksioma-aksioma dan 
postulat-postulat. 

C. Aturan-aturan inferensi logis hanya memberikan tes-tes validitas 
dari argumen, bukan metode-metode penemuan 

D. Deduksi berperan besar dalam metodologi matematika. 


2) Pernyataan-pernyataan berikut ini mendukung klaim bahwa matematika 
memberikan pengetahuan yang pasti, kecuali .... 

A. Suatu teorema matematis, setelah dibuktikan, serta merta 
terkukuhkan dan berlaku untuk semuanya. 

B. Karakteristik paling khas yang membedakan matematika dari 
berbagai cabang sains empirik adalah kepastian dan kemestian Iuar 
biasa hasil-hasilnya. 

C. Sisem matematis mewujudkan kepastian hanya setelah semua 
kekurangan telah dibuang darinya, tetapi kita tidak dapat yakin 
apakah kita telah melakukannya, 

D. Elemems karya Euclid adalah contoh perwujudan utama dari 
kepastian matematika. 
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3) Kajian tentang teori, bukti, atau konsep tertentu dalam matematika saat 
ini sudah tidak Jagi diminati atau bahkan ditinggalkan demi maksud atau 
alasan praktis, Berdasarkan materi yang telah Anda pelajari, pernyataan 
manakah di bawah ini yang tidak benar? 

A. Geometri Euclid telah digantikan oleh geometri-geometri non- 
Euclid 

B. Penelitian dua millenia tentang teori irisan kerucut sudah tidak lagi 
populer. 

C. Teori invarian sudah tidak lagi diminati, 

D. Kajian bukti teorema Pythagoras dewasa ini tidak lebih daripada 
keingintahuan 


4) Berikut ini adalah pernyataan-pernyataan yang mengisyaratkan klaim 

bahwa pernyataan-pernyataan matematis selalu benar, kecuali ... 

A. Matematika terbentuk secara lambat, namun matematika 
mempertahankan setiap prinsip yang telah diperolehnya. 

B. Para matematikawan memiliki kekayaan khasanah teknik-teknik 
untuk menolong teorema-teorema dari keruntuhan 

C. Revolusi mungkin saja terjadi dalam peristilahan matematis 
simbolisme, meta-matematika, dan metodologinya, tetapi tidak df 
dalam matematika itu sendiri | 

D. Tidak pernah ada kasus dalam sejarah matematika di mandi 
kesalahan satu orang telah membawa keseluruhan lapangan ilmu ini 
ke jalur yang salah, dan tidak pernah suatu kekeliruan yang 
signifikan merasuk ke dalam sebuah kesimpulan tanpa ditemukan 
hampir dengan segera. 


5) Pernyataan manakah di antara pernyataan-pernyataan di bawah ini yang 
mendukung klaim bahwa bukti dalam matematika tidak problematik? 
A. Keyakinan terhadap bukti terangkat sempurna oleh penerimaan dan 

penghargaan universal dari dunia keilmuan. 

à setelah proposisi dibuktikan, maka proposisi itu tetap benar 

a-lamanya. 

C. Bukti matematis hanyalah perhiasan retoris untuk mempengaruhi 
psikologi. 

D. Bukti dalam matematika adalah suatu perkara relatif yang 
ditentukan secara kultural. 
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Untuk Soal 6-10, tuliskan B jika pernyataan yang dikemukakan benar 
dan tuliskan S jika pernyataan itu salah. 


of] 
oT] 


8) 


Va 


10) 


Pada periode 1700-an geometri dipandang sebagai paradigma untuk 
standar-standar keketatan dalam matematika, tetapi pada akhir abad 
ke-19 pertimbangan-pertimbangan aritmetik-aljabar memperoleh 
tempat utama. 

Di dalam sejarah matematika seseorang tidak pernah menemukan 
kasus di mana sebuah klaim matematis, saat dihadapkan pada 
falsifikasi logis yang jelas, telah diselamatkan dengan memodifikasi 
suatu aspek lain dalam sistemnya. 

Matematika tertentu, misalnya kalkulus, bilangan kompleks, dan 
geometri-geometri non-Euclid, pada satu sisi adalah hipotesis- 
hipotesis yang dihadapkan kepada pengujian oleh para 
matematikawan dalam cz ra serupa dari bentuk logisnya dengan 
yang digunakan oleh para fisikawan 

Dalam “proses” penulisan Buku | dari Elements, Euclid tentu mulai 
dengan definisi-definisi, postulat-postulat, dan gagasan-gagasan 
umumnya, dan barulah kemudian dia mengkonstruksi mata rantai- 
mata rantai deduktifnya. 


Berbeda dari pandangan wadisional tentang sifat-sifat matematika, 
Reuben Hersh (1979) memandang bahwa pengetahuan matematis 
sesungguhnya bersifat dapat-salah, dapat-dibenahi, tentatif, dan 
berevolusi. 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif | yang 


terdapat 


di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar 


Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 


Anda ter 


hadap materi Kegiatan Belajar | 


= Jumlah Jawaban yang Benar 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 
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Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%. 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 1. terutama bagian yang 


belum dikuasai 


Rx 
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KEGIATAN BELAJAR 2 


Perkara Irrasionalitas, Infinitas, dan Tiga Masalah 
Konstruksi dari Zaman Kuno 


A. KRISIS DARI KUANTITAS-KUANTITAS YANG TIDAK DAPAT 
DIPERBANDINGKAN 


Pencapaian paling penting dari sekolah Pythagoras dalam pengaruhnya 
terhadap evolusi konsep bilangan adalah penemuan “bilangan irrasional.” 
Para pengikut Pythagoras secara intuitif merasa bahwa dua ruas garis mana 
pun memiliki ukuran persekutuan; artinya, dimulai dengan dua ruas garis 
¿yang diketahui, seseorang tentu dapat mencari ruas garis ketiga, di mana 
panjang kedua ruas garis yang pertama tadi dapat dinyatakan sebagai 
perkalian suatu bilangan bulat dengan panjang ruas garis yang ketiga. Dari 
(penjelasan ini diketahui bahwa rasio dari ruas gans-ruas garis awal dapat 
Witunjukkan sebagai rasio dari bilangan-bilangan bulat atau sebagai bilangan 
fusional. (Ingat bahwa suatu bilangan rasional didefinisikan sebagai hasil 


a 
bagi dari dua bilangan bulat 5 di mana b # 0.) Anda dapat membayangkan 


efek yang merusak bagi fondasi matematika mereka dari penemuan beberapa 
Yasio yang ternyata tidak dapat ditunjukkan dalam bentuk bilangan bulat. 
Siapakah yang pertama kali menetapkan hal ini atau apakah ini dilakukan 
dengan metode-metode aritmetik atau geometri mungkin akan selamanya 
tetap menjadi misteri. 

Bukti tertua yang diketahui sehubungan dengan ruas garis-ruas garis 
yang tidak dapat diperbandingkan berkaitan dalam pokok-pokoknya dengan 
bukti modern bahwa V2 adalah bilangan irrasional. Ini adalah bukti dari 
diagonal suatu persegi yang tidak dapat diperbandingkan dengan sisi-sisinya, 
dan ini ditemukan dalam buku ke-10 dari Elements karya Euclid. Penyebutan 
dalam salah satu karya Aristoteles menunjukkan bahwa bukti tersebut telah 
pula dikenal sebelum masa Euclid. 

Penemuan bilangan-bilangan irrasional telah menyebabkan kekhawatiran 
sangat besar di kalangan kaum Pythagoras, karena eksistensinya menentang 
kemapanan filsafat mereka bahwa bilangan adalah esensi dari segala sesuatu. 
Kekacauan logis ini mendorong para pengikut aliran Pyihagoras untuk 
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dengan tegas menjaga kerahasiaannya. Malahan, ketetapan itu ditandai 
dengan nama yang diberikan kepada kuantitas-kuantitas baru tersebut “yang 
tak terungkapkan.” (Orang-orang Yunani menggunakan istilah logos, yang 
berarti “kata” atau “tuturan” untuk rasio dari dua bilangan bulat. Oleh karena 
itu, ketika panjang-panjang yang tidak dapat diperbandingkan disebut sebagai 
alogos, maka istilah tersebut menjadi bermakna ganda: “bukan suatu rasio” 
dan “bukan untuk dibicarakan.”) Pengetahuan bahwa bilangan-bilangan 
irrasional memang ada menjadi suatu rahasia yang berbahaya untuk dimiliki. 
Sebuah legenda menyebutkan bahwa anggota aliran Pythagoras yang pertama 
kali mengutarakan apa yang tak terungkapkan kepada pihak luar akhirnya 
dibunuh— dilemparkan keluar perahu hingga tenggelam 

Keberadaan  kuantitas-Kuantitas geometri yang tidak dapat 
diperbandingkan membutuhkan penyusunan kembali dasar-dasar matematika 
Yunani, dengan perhatian lebih besar lagi pada kekakuan logika. Padi, 
akhirnya hadir Eudoxus dari Cnidos (408-355 S.M.), yang menyelesaikan 
krisis dalam fondasi-fondasi matematika Yunani. Kontribusi besamya adalah 
teori proporsi yang diperbaharui yang dapat diterapkan pada kuantitas; 
kuantitas yang tak dapat diperbandingkan maupun yang dapat 
diperbandingkan. Segala sesuaru didasarkan pada definisi terperinci dari rasig! 


ukuran besar atau jarak, tetapi ukuran-ukuran itu sendiri dibiarkan tidak 
didefinisikan. Oleh karena itu, masalah pendefinisian bilangan-bilangan 
irrasional sebagai bilangan dihindari sepenuhnya. Efek segera dart 
pendekatan Eudoxus ini yaitu membawa matematika ke tangan para ahli 
geometri. Dalam ketiadaan teori bilangan irrasional yang bersifat aritmetik 
murni, maka keutamaan konsep bilangan ditinggalkan. Geometri dianggap 
sebagai doktrin yang lebih umum dibandingkan pengetahuan tentang 
bilangan, dan hingga 2000 tahun kemudian, geometri digunakan sebagai 
dasar bagi hampir semua penalaran matematis, 


B. PARADOKS ZENO TENTANG KETAK-HINGGAAN 


Tidak jauh dari Crotona tinggal kaum penganut aliran E 
suatu gerakan filosofis yang menentang doktrin kaum Pythagoras bahwa 


atik, yaitu 


semua fenomena alam dapat diekspresikan sedemikian cara dengan 
menggunakan bilangan bulat. Pikiran tandingan bagi aliran Pythagoras ini 
mengambil namanya dari koloni bangsa Tonia di Elea, di pantat barat bagian 
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selatan Italia, dan anggotanya yang paling terkemuka adalah Zeno (sekitar 
450 S.M.). Kita hanya tahu sedikit tentang kehidupan Zeno selain pernyataan 
Plato bahwa Zeno pergi ke Athena saat usianya mendekati 40 tahun, kala 
mana dia bertemu Socrates muda. Tampaknya Zeno pada awalnya adalah 
salah seorang pengikut Pythagoras dan, seperti halnya Pythagoras, berperan 
aktif dalam kancah politik di kota tempat tinggalnya. 

Zeno dikenang saat ini karena empat paradoks cerdasnya—dituangkan 
oleh Aristoteles dalam karyanya yang berjudul Fisika—tentang realitas 
pergerakan. Dalam paradoksnya. Zeno mengemukakan kemustahilan logis 
yang muncul dari konsep “keterbagian tak-hingga” dari ruang dan waktu 
Paradoks tersebut paling sering dikutip terkait cerita Achilles dan seekor 
kura-kura: Achilles, seorang pahlawan dan pelari tercepat di Yunani, tidak 
pernah dapat menangkap sang kura-kura yang dibiarkan melakukan 
perjalanan lebih dahulu. Ketika Achilles mencapai titik awal kepergian sang 
kura-kura, hewan itu akan telah berpindah ke titik lain; ketika Achilles 
mencapai titik lain yang baru tersebut maka sang kura-kura akan telah 
bergerak ke tempat yang lebih jauh lagi. Karena proses ini berjalan terus 
tanpa henti, maka Achilles—meskipun pelari yang lebih cepat—selalu 
Semakin dekat mengejar kura-kura yang bergerak lebih lambat itu, namun 
demikian tetap saja dia tidak dapat menyusulnya. 

Meski argumen Zeno telah membingungkan pemikiran orang-orang 
sezamanny: 
gagasan yang sekarang ini sudah tidak asing lagi, yaitu gagasan “deret-deret 
tak-hingga konvergen.” Paradoks tersebut sebagian bersandar pada konsep 
yang keliru bahwa panjang-panjang semakin pendek yang banyaknya tak- 
hingga (dan, sama halnya, selang-selang waktu), bila ditambahkan, hasilnya 
adalah jumlah total yang tak-hingga. Padahal sebuah deret tak-hingga 
mungkin saja memiliki hasil jumlah yang terhingga. Misalkan Achilles 
berlari 10 kali lebih cepat daripada sang kura-kura dan jarak awalnya100 
yard; misalkan pula Achilles berlari 10 yard per detik. Pikirkan jarak-jarak 
yang barus ditempuhnya, Secara berturut-turut, jarak-jarak itu adalah 100 


tetapi terdapat suatu penjelasan memuaskan yang melibatkan 


1 é 
yard, 10 yard, | yard, FY yard, dan seterusnya. Jumlah total dari jarak-jarak 


yang harus Achilles tempuh untuk mengejar pesaing lambatnya itu adalah 


100+ 10+1 +> +4- 
10 160 ’ 
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1 
yang membentuk deret geometri konvergen yang hasil jumlahnya 111 A yard 


2 1 i P 
Pada selang waktu itu pula (yaitu. 11 5 detik) jarak yang ditempuh oleh kura- 
A... 
kura adalah hasil jumlah dari deret geometris 10 + 1 +— + — + «1 , yaitu 
k 20 100 4 


1 
l1 3 yard. Dengan argumen seperti demikian, maka saat Achilles telah 


1 
menempuh 111 » yard dia akan berada pada titik yang sama dengan kura- 


kura tersebut, dan setelah itu dia berada di depannya 

Tentu saja Zeno tahu dengan pasti bahwa Achilles akan memenangkan 
perlombaan lari melawan seekor kura-kura, tetapi dia sedang mencoba untuk 
menarik perhatian orang-orang ke arah teori-teori yang bertentangan 
mengenai sifat ruang dan waktu. (Ada sebuah anekdot yang seringkali 
diceritakan di mana Diogenes si Pengolok menyangkal argumen Zeno, ketika 
Zeno sedang mengajar di Athena, dengan cara berdiri dan berlalu dari 
hadapannya, tetapi cerita itu tidak bisa dibenarkan sebab Zeno dan Diogenes 
tidak hidup sezaman.) Para filsuf matematika dari Elea beranggapan bahwa 
ruang dan waktu adalah kesatuan-kesatuan yang tidak terbagi, atau continued 


yang tidak dapat diuraikan menjadi bagian-bagian kecil yang tidak dapak 
dibagi-bagi lagi. Hal ini berbeda dengan gagasan kaum Pythagoras bahwa 
sebuah garis dibentuk oleh sederetan titik—seperti halnya manik-manik kecil 
atau “atom-atom numerik"—dan bahwa waktu seperti halnya susunan dari 
momen-momen yang berbeda. 

Zeno cukup mempengaruhi rangkaian selanjutnya dari pemikiran 
matematis bangsa Yunani. Dalam pikiran mereka, puradoks-paradoks Zeno 
yang terkenal itu dikaitkan dengan penerapan dari proses-proses tak-bingga 
pada geometri. Karena ketidakmampuan para ahli geometri Yunani untuk 
secara jelas menjawab paradoks-paradoks itu, maka matematika Yunani 
Kuno menghindari metode-metode yang melibatkan konsep ketak-hinggaan, 
dan menjadikan “horor ketak-hinggaan” sebagai bagian dari tradisi 


matematika Yunani. 
C. TIGA PERMASALAHAN KONSTRUKSI DARI ZAMAN KUNO 


Sekitar pertengahan abad kelima sebelum masehi, banyak sekali teorema 
geometri yang telah dikukuhkan sehingga semakin pentinglah bukti-bukti 
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yang telah ada itu diperketat dan disusun ke dalam urutan logis yang baik. 
Matematikawan yang mendominasi paruh kedua abad kelima S.M. adalah 
Hippocrates dari Chios (460-380 S.M.). 

Proclus menyebutkan bagaimana Hippocrates menyusun karyanya 
tentang unsur-unsur geometri, lebih dari seabad mendahului Elements karya 
Euclid yang lebih terkenal. Tidak ada jejak yang tersisa dari buku teks 
pertama geometri ini (sebenarnya, tidak ada risalah matematika dari abad 
kelima S.M. yang bertahan), Meski buku Hippocrates telah memulai suatu 
tradisi yang sangat penting, tetapi barangkali buku ini memiliki berbagai 
kekurangan lazimnya suatu garapan perintis, dan menjadi usang setelah 
adanya Elements, Hippocrates adalah orang pertama yang mengungkapkan 
pola yang sekarang kita kenal tentang bagaimana menampilkan geometri 


sebagai rantai proposisi, suatu bentuk di mana proposisi-proposisi lain dapat 
sliturunkan dari proposisi-proposisi yang telah diketahui lebih awal. Di antara 
Inovasi-inovasi lainnya, Hippocrates memperkenalkan penggunaan huruf- 
huruf dalam abjad untuk menunjukkan titik-titik dan garis-garis dalam 
'bangun-bangun geometris. 


1. Kuadratur Lingkaran 
Ketika Hippocrates tiba di Athena, tiga permasali 
kuadratur lingkaran, penggandaan kubus, dan triseksi sudut—telah menarik 


ahan istimewa 


perhatian para ahli geometri, Permasalahan tersebut tetap menjadi hal yang 
menonjol dalam sejarah matematika, sumber stimulasi dan daya tarik bagi 
para amatir dan para ahli dari zaman ke zaman. Pencapaian yang membuat 
Hippocrates terkenal berkaitan erat dengan yang pertama dari masalah- 


masalah konstruksi tersebut, yaitu kuadratur lingkaran. Masalah ini kadang- 
kadang disebut “mempersegikan lingkaran,” dapat dinyatakan sebagai: 
“Apakah mungkin untuk membuat sebuah persegi yang luasnya sama dengan 
luas lingkaran tertentu?” 

Permasalahan ini ternyata lebih dalam daripada pertama kali 
kemunculannya, karena faktor pentingnya adalah tentang bagaimana persegi 
tersebut dibuat. Tradisi mengisahkan bahwa Plato (429-348 S.M.) berkeras 
supaya masalah ini diselesaikan dengan hanya menggunakan penggaris dan 
jangka. Dalam metode ini diasumsikan bahwa tiap instrumen hanya akan 
digunakan untuk sehuah operasi yang khusus saja: 
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a) Dengan menggunakan penggaris, sebuah garis dapat dilukis melalui dua 
titik yang diketahui 

b) Dengan menggunakan jangka, sebuah lingkaran yang diketahui titik 
pusat dan jari-jarinya dapat kita lukis. 


Kita tidak boleh menggunakan dua alat ini dalam sebarang cura lainnya, 
pada khususnya dua alat ini digunakan untuk mentransfer jarak, sehingga 
penggaris tidak dapat dibagi-bagi atau ditandai dengan cara apa pun. dan 
jangka harus dianggap sebagai alat yang tidak lagi tepat saat begitu titik- 
titiknya diangkat dari kertas. Sebuah titik atau garis dikatakan dapat dibuat 
dengan menggunakan penggaris dan jangka jika ia dapat dihasilkan dengan 
kedua alat ini dari kuantitas-kuantitas geometris yang diketahui, dengan 
menggunakan kedua alat tersebut dalam cara yang telah ditentukan hanya 
sebanyak terhingga kali. 

Dalam pemaknaan konstruksi ketat dari bangsa Yunani, permasalahan 
kuadratur lingkaran tetap tidak terpecahkan meski telah dilakukan usahas 
usaha keras oleh orang-orang Yunani kala itu dan para ahli geometri yang 
muncul selanjutnya. Kegagalan usaha-usaha mereka dibuktikan pada abadi 
kesembilan belas, saat para matematikawan akhirnya berhasil membuktikan 
bahwa kita tidak mungkin mempersegikan lingkaran dengan menggunakan 
penggaris dan jangka saja. Pada kenyataan, uji konstruktibilitas pada 
keterbatasan alat-alat itu menggunakan gagasan-gagasan aljabar, bukannya 
geometri, dan melibatkan konsep-konsep yang tidak dikenal pada zaman 
kuno atau pada zaman pertengahan 


Mempersegikan lingkaran ekuivalen dengan membuat ruas garis yang 
panjangnya yn kali jari-jari lingkaran tersebut, Dengan demikian, 
ketidakmungkinan untuk membuat suatu ruas garis seperti itu dengan ca 
cara yang ditetapkan olch bangsa Yunani akan terbuktikan, jika dapat 


ditunjukkan bahwa NA bukan suatu panjang yang dapat dikonstruksi. 
Argumen ini bergantung pada sifat transendental dari bilangan m, yaitu 
bahwa m bukanlah akar dari persamaan polinom mana pun yang koefisien- 
koefisiennya rasional, (Transendensi x telah dikukuhkan oleh Linderman 
pada tahun 1882 dalam bukti yang panjang dan rumit.) 

Bahkan para peneliti awal tentu sudah curiga bahwa alat-alat yang boleh 
digunakan mungkin saja tidak memadai untuk menyelesaikan masalah 


kuadratur, karena saat mereka gagal untuk menemukan suatu konstruksi yang 
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melibatkan lingkaran-lingkaran dan garis-garis lurus, mereka ternyata 


memperkenalkan kurva-kurva lebih tinggi yang istimewa, yang diasumsikan 
telah terlukis. Dalam hal ini mereka berhasil. Hippias dari Elis (circa 425 
S.M.), yang hidup kurang lebih sezaman dengan Hippocrates, menemukan 
sebuah kurva baru yang disebut kuadratrik, untuk tujuan tegas 
mempersegikan lingkaran. Solusinya benar-benar diakui, tetapi tidak 
memenuhi syarat-syarat yang ditetapkan oleh Plato. 

Mendengar bahwa Hippias telah menggunakan alat penggelinding untuk 
melukiskan kurvanya, Plato menolaknya dengan alasan bahwa solusi tersebut 
mekanik, bukan geometrik, Plutarch (dalam Convivial Questions) 
mengisahkan Plato berkata: “Dengan cara demikian kebaikan utuh geometri 
tersingkirkan dan terhancurkan, karena geometri direduksi menjadi hal-hal 
inderawi dan tidak dapat meluncur di antara bayangan pikiran yang abadi.” 


2. Menggandakan Kubus 

Permasalahan konstruksi lainnya yang terkenal dan menarik. perhatian 
para ahli geometri pada masa itu adalah penggandaan kubus, yaitu masalah 
Mencari panjang rusuk dari sebuah kubus yang memiliki volume dua kali dari 
kubus yang diketahui. Bagaimana masalah penggandaan ini bermula 
hanyalah sebatas dugaan. Mungkin penanggalannya berasal dari awal kaum 
Pythagoras yang telah berhasil menggandakan persegi—jika pada diagonal 
persegi yang diketahui dibuat sebuah persegi baru, maka persegi yang baru 
memiliki luas yang tepat sama dengan dua kali luas persegi awal. Setelah 


pencapaian ini, secara alami perluasan masalah tersebut akan menuju kepada 
bangun tiga dimensi. 

Namun demikian, tradisi tampaknya memberikan cerita lebih romantik 
kepada kita. Menurut catatan paling meluns diterima, orang-orang Athena 
sehat kepada peramal di Delos pada tahun 430 S.M. untuk 
mengetahui apa yang sebaiknya mereka lakukan untuk mengurangi wabah 
mematikan yang telah mengakibatkan penderitaan hebat bagi kota mereka 
dan menyebabkan kematian pemimpin mereka, Pericles. Peramal tersebut 


meminta 


menjawab bahwa altar Apollo yang sudah ada harus diperbesar dua kali lipat 
dari ukuran aslinya. Karena altar tersebut berbentuk kubus, maka 
permasalahannya adalah menggandakan ukuran kubus tersebut. Para pekerja 
bangunan tanpa berpikir panjang membangun sebuah kubus yang rusuknya 
dua kali panjang rusuk altar, Menurut legenda, dewa murka dan bahkan 
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membuat wabah itu lebih buruk dari sebelumnya. Ketika kesalahan 
ditemukan, seorang utusan dikirim oleh pihak pemerintah untuk 
berkonsultasi kepada Plato tentang masalah itu. Plato menjelaskan kepada 
mereka bahwa “Dewa telah membebankan ramalan ini, bukan karena dia 
menghendaki altar yang ukurannya dua kali lipat dari sebelumnya, tetapi 
karena dia ingin memperingatkan bangsa Yunani yang telah mengabaikan 
matematika dan mencemooh geometri,” Apakah wabah tersebut benar-benar 
reda atau apakah berlangsung terus tidak diketahui, tetapi karena jawaban 
gandaan kubus ini seringkali disebut sebagai 


sang peramal, masalah pen 
“Permasalahan Delos.” 
Sejarah hal tersebut di atas membingungkan. dan setidaknya ada dua 
legenda yang mengisahkannya. Diceritakan pula bahwa penyair Euripedes 
(485-406 S.M.) menyebutkan Permasalahan Delos dalam salah satu kisah 
tragedinya, tetapi sekarang puisi ita hilang. Dalam versi ini, asal mula 
permasalahan ditelusuri hingga Raja Minos, yang diceritakan berkeinginan 
untuk membangun makam bagi putranya, Glaucus. Merasa bahwa ukur ant 
ukuran yang diajukan sangat tidak pantas untuk monumen anggota kerajaan, 
maka sang raju berseru, “Kalian telah membuat ruang yang terlalu kecil) 
cepat gandakan ukurannya, tapi tanpa merusak keindahan bentuk (kubus)+ 
al dari kesulitan bentuk 


nya, Pada tiap catatan ini, masalahnya tampak ber 
arsitekturnya. 

Kembali, kemajuan nyata pertama dalam menyelesaikan masalah 
penggandaan ini dibuat oleh Hippocrates. Dia menunjukkan bahwa masalah 
ini dapat direduksi menjadi suatu masalah mencari, di antara garis yang 
diketahui dan satu garis lain yang dua kali lebih panjang. dua pembanding 
tengah. (Artinya, dua garis disisipkan di antara dua garis yang diketahui tadi 
sehingga keempatnya dalam proporsi geometrik.) Dalam notasi yang kita 
gunakan sekarang, jika a dan 2a adalah dua garis yang diketahui, serta x dan 
y adalah dua pembanding tengah yang dapat disisipkan di antara kedua garis 
itu, maka panjang-panjang a. x, y, dan 2a adalah dalam barisan geometrik. 
sehingga dapat dinyatakan dahya 


Dua rasio pertama menyatakan bahwa 42 = ay. Dari pasangan rasio yang 
kedua, kita lihat bahwa y? = 2ax. Persamaan-persamaan ini digabungkan 
menjadi 
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Kap 20x, 
sehingga tampak bahwa 
x)= 2a’, 
Dengan kata-kata lain, kubus yang panjang rusuknya x akan memiliki 
volume dua kali lebih besar dari volume kubus dengan panjang rusuk a. 
Hippocrates tidak berhasil menemukan pembanding-pembanding tengah 
itu dengan konstruksi-konstruksi yang menggunakan hanya penggaris dan 
jangka, yaitu instrumen-instrumen yang digunakan oleh Plato sebagai 


batasan-batasan geometri. Namun demikian, reduksi masalah dalam geometri 
bangun ruang menjadi masalah geometri bidang itu sendiri merupakan 
prestasi signifikan dalam geometri. Sejak saat itu, penggandaan kubus selalu 
dikaji dalam bentuk seperti yang dinyatakan oleh Hippocrates: Bagaimana 
dua pembanding tengah dapat ditemukan di antara dua garis lurus yang 
diketahui? 


3. Triseksi Sudut 

Meski Hippocrates mengajukan pandangannya terkait masalah 
Mempersegikan lingkaran dan menggandakan kubus, tetapi dia tidak berbuat 
demikian untuk masalah triseksi sudut. Pembagian dua sudut sama besar 
hanya dengan menggunakan penggaris dan jangka adalah salah satu dari 
konstruksi geometris termudah, dan para peneliti awal tidak memiliki alasan 
Untuk curiga bahwa membagi sebuah sudut menjadi tiga bagian yang sama 
'besar dengan aturan serupa itu ternyata mustahil untuk dilakukan. Beberapa 
sudut dapat secara jelas dibagi tiga sama besar. Pada kasus khusus sudut 
siku-siku POO, konstruksinya diketahui sebagai berikut, Dengan O sebagai 


pusatnya, gambarlah sebuah lingkaran dengan jari-jari berapa pun yang 
memotong sisi-sisi sudut tersebut pada titik A dan titik B. Sekarang 
gambarlah sebuah lingkaran dengan pusat B dan melalui O. Kedua lingkaran 
akan berpotongan pada dua titik, salah satunya adalah titik C pada sudut 
dalam POQ. 
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penggaris dan tandai. Dengan menggeserkan penggaris, Anda dapat 
menemukan posisi tertentu di mana penggaris melalu titik B. sementara 
ujung-ujung dari ruas garis r terletak pada lingkaran (di C) dan pada 
perpanjangan diameter AOA “(di D). Garis yang melalui titik-titik B, C, dan 
D sekarang ditarik dengan bantuan penggaris. 

0 


p 
D 4 0 1 


Gambar 2.2 


Dengan langkah-langkah awal tersebut yang telah diselesaikan, kita 
berusaha untuk menunjukkan bahwa besar sudut ODC seperti besar sudut 
AOB. Amati dahulu bahwa dengan menggunakan konstruksinya, CD = OC = 
F, sehingga segitiga ODC merupakan segitiga sama kaki: karenanya 2COD = 
KODC. Karena sudut luar pada sebuah segitiga sama dengan jumlah dari 
sudut-sudut dalam yang tidak mengapit sisi yang sama, maka kita ketahui 
bahwa dalam segitiga COD. 

ZOCB = ZCOD + ZODC = 2Z0DC. 

Juga, dalam segitiga OCB. kita ketahui bahwa 2OCB = ZOBC. Dengan 

berpedoman lagi pada teorema sudut luar (kali ini diterapkan pada segitiga 


ODB), kita pun tertuntun kepada persamaan 

LAOB = ZODB + ZOBC = ZODC + ZOBC. 

Berbagai pengamatan ini dapat digabungkan untuk menghasilkan 

ZAOB = ZODC + ZOBC 

= ZODC + ZOCB 
ZODC +2Z0DC 5 3LODC. 
Yang memenuhi tujuan kita. Perlu ditegaskan bahwa aturan-aturan yang 
lazim untuk konstruksi-konstruksi yang menggunakan penggaris dan jangka 
telah dilanggar di sini, karena penggarisnya telah ditandai. Di sini. titik-titik 
C dan D ditentukan dengan cara menggeserkan pe 


s ke posisi yang 


tepat agar CD sama panjang dengan r. 
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NS LATIHAN 
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Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Jelaskan latar belakang dan esensi dari perkara kuantitas-kuantitas 
geometri yang tidak dapat diperbandingkan (bilangan irrasional) dalam 
matematika Yunani Kuno! 

2) Jelaskan esensi duri perkara ketak-hinggaan dalam matematika Yunani 
Kuno seperti tampak dari kajian paradoks Zeno tentang Achilles dan 
kura-kura! 

3) Sebutkan rumusan dari masalah “konstruksi” kuadratur lingkaran atau 
mempersegikan lingkaran. Apakah masalah itu dapat dipecahkan dalam 
cara yang ditetapkan oleh bangsa Yunani? Berikan argumen dari 
matematika modern sebagai penjelasannya! 

4) Sebutkan rumusan dari masalah “konstruksi” menggandakan kubus 
Jelaskan bagaimana Hippocrates menafsirkan masalah tersebut. 

5) Jelaskan penjelasan modern untuk masalah konstruksi membagi tig 
sudut dalam cara bangsa Yunani! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Para pengikut Pythagoras secara intuitif melihat bahwa dua garis mana 
pun memiliki ukuran persekutuan, Pandangan ini berarti, misalnya, 
bahwa rasio dari dua ruas garis yang diketahui dapat ditunjukkan sebagai 
rasio dari bilangan-bilangan bulat atau sebagai bilangan rasional. Namun 
demikian, ternyata ditemukan beberapa rasio yang tidak dapat 
ditunjukkan dalam bentuk bilangan bulat. Penemuan kuantitas-kuantitas 
yang tidak dapat diperbandingkan ini (bilangan-hilangan irrasional) telah 
menyebabkan kekhawatiran besar di kalangan kaum Pythagoras, karena 
eksistensinya menentang kemapanan filsafat mereka bahwa bilangan 
adalah esensi dari segala sesuatu. 

2) Dalam paradoksnya, Zeno mengemukakan kemustahilan logis yang 
muncul dari konsep “keterbagian tak-hingga” dari ruang dan waktu 
Esensi dari perkara ketak-hinggaan dalam matematika Yunani Kuno 
adalah konsep yang keliru bahwa hasil jumlah dari panjang-panjang 
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semakin pendek yang banyaknya tak hingga (dan, sama halnya, selang- 
selang waktu) adalah jumlah total yang tak-hingga, padahal sebuah deret 
tak hingga mungkin saja memiliki hasil jumlah yang terhingga 


Penjelasan modern yang memuaskan untuk memecahkan paradoks Zeno 
adalah gagasan “deret-deret tak-hingga konvergen," 

3) Rumusan masalah konstruksi mempersegikan lingkaran adalah “Apakah 
mungkin untuk membuat sebuah persegi yang luasnya sama dengan luas 
lingkaran tertentu (dalam cara yang ditetapkan oleh bangsa Yunani)?” 
Kita tidak mungkin mempersegikan lingkaran dengan menggunakan 
penggaris dan jangka saja, Sebuah argumen matematika modern 
menyatakan bahwa mempersegikan lingkaran adalah ekuivalen dengan 
membuat ruas garis yang panjangnya Va kali jari-jari lingkaran tersebut 
Dengan demikian, ketidakmungkinan untuk membuat ruas garis seperti 
itu dalam cara yang ditetapkan oleh bangsa Yunani terbuktikan, jika 
dapat ditunjukkan bahwa Vx bukan suatu panjang yang dapat 
dikonstruksi. 

4) Rumusan dari masalah konstruksi menggadakan kubus adalah "mencari 

panjang rusuk dari sebuah kubus yang memiliki volume dua kali dari 
kubus yang diketahui." 
Hippocrates menunjukkan bahwa masalah ini dapat direduksi menjadi 
suatu masalah mencari, di antara garis yang diketahui dan satu garis lain 
yang dua kali lebih panjang, dua pembanding tengah. (Artinya, dua garis 
disisipkan di antara dua garis yang diketahui tadi sehingga keempatnya 
dalam proporsi geometrik.) 

5) Pada tahun 1837, Pierre Wantzel (1814-1848) dari Politeknik Ecole di 
Paris memberikan bukti kuat pertama untuk kemustahilan wiseksi 
sebarang sudut yang diketahui dengan men nakan penggaris dan 
jangka saja. Dia mengubah masalah geometris ini ke dalam masalah 
dalam teori persamaan. Wantzel memperoleh kriteria aljabar sederhana 
yang memungkinkan penyelesaian dari suatu persamaan polinom 
berkogfisien rasional untuk dikonstruksi secara geometrik dengan 
menggunakan penggaris dan jangka. Permasalahan geometri klasik 
tentang triscksi sudut ternyata menghasilkan persamaan-persamaan 
pangkat tiga yang tidak memenuhi kondisi-kondisi Wantzel, dan itu 
berarti bahwa konstruksi-konstruksi yang berkaitan dengannya tidak 
dapat dilakukan, 
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Para penganut aliran Pythagoras meyakini bilangan sebagai esensi 
dari segala sesuatu. Eksistensi kuantitas-kuantitas geometri yang tidak 
dapat diperbandingkan menuntut bangsa Yunani untuk menyusun 
kembali dasar-dasar matematika mereka. 

Paradoks-paradoks Zeno dikaitkan dengan penerapan proses-proses 
tak hin pada geometri. Karena para ahli geometri Yunani tidak 
mampu menjawab secara jelas paradoks-paradoks tersebut, matematika 
mereka menghindari metode-metode yang melibatkan konsep ketak- 
hinggaan, dan menjadikan “horor ketak-hinggaan” sebagai ciri dari 
tradisi matematika Yunani. Penjelasan yang memuaskan untuk perkara 
ketak-hinggaan ini melibatkan gagasan dari matematika modern yang 
dikenal sebagai “deret-deret tak-hingga konvergen.” 
masalah konstruksi dari matematika Yunani Kuno yang 
terkenal dan memiliki daya tarik isimewa dari zaman ke zaman adalah 
perkara kuadratur lingkaran, menggadakan kubus, dan triseksi sudut 
dalam cara-cara yung ditetapkan oleh bungsa Yunani 


NA TES FORMATIF 2 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Pernyataan-pernyataan berikut ini sejalan dengan keyakinan kaun 

Pythagoras, kecuali 

A. Bilangan adalah esensi dari segala sesuatu, 

B. Secara intuitif, dua ruas garis mana pun memiliki ukuran 
persekutuan 

C. Terdapat beberapa rasio yang tidak dapat ditunjukkan dalam bentuk 
bilangan bulat. 

D. Pendefinisian “panjang-panjang yang tidak dapat diperbandingkan” 
sebagui bilangan dihindari sepenuhnya. 


2) Pernyataan-pernyataan berikut sesuai dengan penjelasan yang telah Anda 
pelajari tentang ketak-hinggaan dalam kegiatan belajar ini. kecuali .... 

A. Paradoks Zeno bersandar sebagian pada konsep yang keliru bahwa 
hasil jumlah dari panjang-panjang semakin pendek yang banyaknya 
tak hingga adalah tak-hingga 

B. Matematika Yunani Kuno menghindari metode-metode yang 
melibatkan konsep ketak-hinggaan atau infinitas. 
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C. Paradoks Zeno dapat dijelaskan secara memuaskan dengan gagasan 
modern terkait deret-deret tak-hingga konvergen 

D. Kaum Pythagoras memandang ruang dan waktu sel 
kesatuan yang tidak terbagi, atau continua, 


gai kesatuan- 


Pernyataan-pernyataan di bawah ini sesuai dengan pandangan Plato 

tentang bagaimana permasalahan konstruksi seharusnya diselesaikan, 

kecuali .... 

A. Sebuah garis ditarik melalui dua titik yang diketahui dengan 
penggaris. 

t mengkonstruksi, penggaris boleh dibagi-bagi dan ditandai. 

C. Sebuah lingkaran yang titik pusat dan jari-jarinya diketahui dilukis 
dengan jangka. 

D, Pemecahan masalah konstruksi secara mekanik menyebabkan 
geometri tidak dapat meluncur di antara bayangan pikiran yang 
abadi. 


Pada kegiatan belajar ini, Anda telah mengenal tiga versi dugaan tentang 
asal-usul masalah penggandaan kubus, Dari pilihan-pilihan di bawah ini, 
manakah yang bukan merupakan salah satu versi dari asal-usul tersebut? 
A. Nasehat peramal dari Delos untuk mengatasi wabah yang melanda 


Athena. 

B. Perintah Raja Minos untuk memperbesar makam puteranya, 
Glaucus 

C. Perluasan dari masalah menggandakan persegi oleh kaum 
Pythagoras. 


D. Tantangan dari Plato untuk bangsa Yunani yang telah mengabaikan 
matematika dan mencemoohkan geometri. 


Berikut ini dicantumkan beberapa alasan mengapa bangsa Yunani telah 
gagal untuk mencari solusi atau resolusi untuk masalah triseksi sudut. 
Manakah yang tidak sesuai dengan materi yang telah Anda pelajari? 

A. Para peneliti awal tidak curiga bahwa membagi sudut menjadi tiga 
bagian yang sama besar dengan aturan bangsa Yunani temyata 
mustahil untuk dilakukan. 

B. Bangsa Yunani belum mengenal pengubahan masalah wiseksi sudut 
ke masalah dalam teori persamaan-persamaan 

C, Bangsa Yunani tidak membolehkan seseorang untuk menandai 
penggarisnya dalam memecahkan masalah triseksi sudut dengan 
penggaris dan jangka saja, 
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D. Bangsa Yunani tidak mengikuti pandangan yang diajukan oleh 
Hippocrates untuk memecahkan masalah triseksi sudut 


Untuk Soal 6-10, tuliskan B jika pernyataan yang dikemukakan benar dan 
tuliskan S jika pemyataan itu salah, 


6) [| Dengan dihindarinya pendefinisian bilangan irrasional, maka 
"— matematika Yunani Kuno diserahkan kepada para ahli geometri. 

7) a Matematika Yunani Kuno menggunakan metode-metode yang 

melibatkan konsep ketak-hinggaan 

8) Li Hippocrates adalah orang pertama yang mengungkapkan pola yang 
sekarang kita kenal tentang bagaimana menampilkan geometri 
sebagai rantai proposisi. 

9) [] Berdasarkan matematika modern, kita mungkin mempersegikan 
lingkaran dengan menggunakan penggaris dan jangka saja dalani 
aturan konstruksi ketat yang ditetapkan oleh Plato, | 
of | Jika batasan konstruksi yang ditetapkan bangsa Yunani 
dilonggarkan, maka ada berbagai cara untuk membagi sudut 
menjadi tiga bagian yang sama besar 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yan 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar; 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2 


Jumlah Jawaban yang Benar 
Tingkat penguasaan = x100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan ke Modul Berikutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%, Anda 
harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2. terutama bagian yang belum 
dikuasai 
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Kunci Jawaban Tes Formatif 


Tes Formatif 1 

1) C Aturan-aturan inferensi logis hanya memberikan tes-tes validitas dari 
argumen, bukan metode-metode penemuan. 

2) C Sistem matematis mewujudkan kepastian hanya setelah semua 
kekurangan telah dibuang darinya. tetapi kita tidak dapat yakin 
apakah kita telah melakukannya. 

3) A Geometri Euclid telah digantikan oleh geometri-geometri non- 
Euclid 

4) C Revolusi mungkin saja terjadi dalam peristilahan matematis, 
simbolisme, meta-matematika, dan metodologinya, tetapi tidak di 
dalam matematika itu sendiri 

5) B Segera setelah proposisi dibuktikan, maka proposisi itu tetap benar 
selama-lamanya. 


“89 B 
7) s 
8) B 
9 s 
10) B 


Tes Formatif 2 

1) C Terdapat beberapa rasio yang tidak dapat ditunjukkan dalam 
bentuk bilangan bulat 

2) D Kaum Pythagoras memandang ruang dan waktu sebagai kesatuan- 
kesatuan yang tidak terbagi, atau continua. 

3) A Sebuah garis ditarik melalui dua titik yang diketahui dengan 
penggaris 

4 D Tantangan dari Plato untuk bangsa Yunani yang telah mengabaikan 
matematika dan mencemoohkan geometri 

5) D Bangsa Yunani tidak mengikuti pandangan yang diajukan oleh 
Hippocrates untuk memecahkan masalah triseksi sudut 

6) B 
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8 B 
9) S 
10) B 
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Matematika Awal Peradaban Manusia 
dan Matematika Yunani Kuno 


Prof. Dr. Wahyudin, M.Si. 
== PENDAHULUAN 


kar dari istilah “matematika” adalah kata dalam bahasa Yunani, 

mathemata, yang sangat umum digunakan pada masa awal dikenalnya 
bentuk tulisan untuk menunjukkan bentuk pengajaran apa pun, Namun 
demikian, saat pengetahuan manusia semakin mengalami perkembangan, 
istilah ini digunakan untuk mencakup bidang-bidang khusus dalam ilmuf 
pengetahuan. Para pengikut aliran Pythagoras diketahui telah menggunakan 
istilah tersebut untuk menjelaskan aritmetika dan geometri. nanangi 
istilah ini oleh kaum Pythagoras mungkin menjadi dasar bagi anggapan 
bahwa matematika dimulai pada zaman Yunani Klasik sepanjang tahun 600) 
sampai dengan 300 S.M. Pada kenyataan, sejarah matematika dimulai jaulf) 
sebelum itu. Berdasarkan bukti fisik nyata yang berhasil ditemukan dan 
terungkapkan, peradaban Mesir Kuno dan Babilonia yang berkembang padą 
sekitar tiga atau empat ribu tahun yang lalu tampaknya telah mengenal 
matematika. 

Telah menjadi suatu pandangan umum bahwa matematika selalu 
dikaitkan dengan permasalahan praktis perhitungan dan pencatatan bilangan 
Lahimya gagasan tentang bilangan ini tetap menjadi misteri di balik 
perjalanan hidup manusia di Bumi yang sedemikian panjang hingga telah 
mengundang banyak orang untuk berspekulasi dari bukti-bukti ya 


g tersisa 
tentang penggunaan awal bilangan-bilangan oleh umat manusia 

Aristoteles berpendapat bahwa matematika dimulai oleh kalangan 
pendeta di Mesir. Herodotus meyakini bahwa geometri muncul karena banjir 
tahunan di Sungai Nil membutuhkan penelitian yang mendalam, untuk 
menentukan ulang batas-batas lahan yang tersapu banjir tersebut. Dari sudut 
pandang filosofis. terdapat hal yang menarik bahwa bangsa Mesir meyakini 
matematika memiliki sumber agung, yaitu bahwa matematika telah diberikan 
kepada mereka oleh Dewa Toth. Sementara itu, pandangan Aristotelianisme 
menyebutkan bahwa matematika diturunkan dari manusia hewan. dan 
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pandangan Platonisme melihat bahwa matematika diturunkan dari alam ke- 
Tuhan-an 


Setelah menyelesaikan modul ini. Anda diharapkan memiliki berbagai 
kemampuan sebagai berikut 
1. Menjelaskan tentang matematika Mesir Kuno. 
2. Menjelaskan tentang matematika Babilonia. 
3. Menjelaskan tentang matematika Yunani Kuno. 
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KEGIATAN BELAJAR 1 


Matematika Mesir Kuno 


D engan pengecualian ilmu astronomi, matematika adalah sains pasti 
tertua dan paling diminati oleh umat manusia dari generasi ke generasi. 


Asal mula matematika sendiri sepertinya akan tetap berada di balik misteri 


zaman kuno, 1 seringkali mendengar bahwa dalam matematika segala 
sesuatunya akan selalu mengacu kepada matematika Yunani. Kenyataannya, 
bangsa Yunani sendiri mengungkapkan gagasan-gagasan tentang dari mana 
matematika berasal. Salah satunya adalah seperti yang digagas oleh 
Anstoteles dalam karyanya yang berjudul Metaphysics: “Sains-sains 
matematis berasal dari kawasan Mesir, karena di sana kaum yang sekelas 


pendeta memiliki waktu luang yang cukup," Hal ini disebabkan karena 
sebagian besar perkembangan luar biasa dalam matematika telah berlangsung 
bersamaan dengan keberadaan kaum sekelas pendeta tersebut yang 
mencurahkan waktunya untuk menguasai berbagai ilmu pengetahuan. | 

Pandangan yang lebih biasa menyebutkan bahwa matematika muncul 
karena adanya kebutuhan-kebutuhan praktis. Peradaban Mesir membutuhkan 
aritmetika sederhana untuk melakukan transaksi dalam kegiatan berdagang 
sehari-hari dan pemerintah membutuhkannya untuk menentukan pungutan 
pajak dari penduduk, untuk menghitung bunga pinjaman, untuk menghitung 
gaji. serta untuk menyusun kalender kerja. Aturan-aturan geometri sederhana 
digunakan untuk menentukan batas-batas ladang dan daya tampung lumbung 
mereka. Jika Herodotus menyebut Mesir sebagai berkah dari Sungai Nil. 
maka kita dapat menyebut geometri sebagai berkahnya yang kedua. Karena 
banjir tahunan selalu terjadi di Lembah Nil, diperlukan aturan perpajakan 
untuk menentukan berapa besar luas tanah yang bertambah atau berkurang. 
Ini adalah pandangan seorang pengamat ahli asal Yunani bernama Proclus 
(410-485 S.M.), dalam karyanya Commentary on the First Book of Euelid's 
Elements yang menjadi sumber informasi penting bagi kita berkenaan dengan 


geometri pra-Euclid: 

Menurut sebagian besar catatan sejarah, geometri adalah ilmu yang 
pertama ditemukan di antara bangsa Mesir dan berasal dari pengukuran luas 
tanah mereka. Hal ini penting bagi mereka karena Sungai Nil meluap dan 


menghapus batas antara tanah-tanah milik mereka. 
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Meski perhatian awal ditujukan pada matematika yang berdaya guna, 
pada akhirnya matematika menjadi suatu ilmu yang selanjutnya dipelajari 
secara mandiri, Aljabar pada akhirnya berkembang dari teknik-teknik 
perhitungan, dan geometri teoretis dimulai dari pengetahuan tentang 
pengukuran luas tanah. 


A. SISTEM BILANGAN MESIR KUNO 


Bangsa Mesir Kuno menulis terutama pada empat jenis bahan: papirus. 
kulit, kain katun atau linen, dan batu. Bahan kulit, kain, dan papirus memiliki 
banyak keunggulan antara lain murah, mudah ditulisi dan mudah dikoreksi, 
serta lentur sehingga mudah untuk digulung. dipindahkan, dan disimpan. 
Tetapi, salah satu kelemahannya adalah bahwa bahan-bahan tersebut cepat 
alapuk dan rusak, terutama bila terkena pengaruh air, serangga, atau cahaya 
matahari. Di sisi lain, batu tidak sangat terpengaruhi oleh proses-proses 
Mersebut dan dapat bertahan selama ribuan tahun hampir tanpa perubahan. 
Oleh karena itu, dokumen-dokumen tertua yang masih bertahan sampai 
$ekarang yang kita miliki ditulis pada batu. Namun demikian, dokumen batu 
mana pun haruslah sederhana dan ringkas. 


Bilangan Hicroglif 

Pada 2700 S.M., bangsa Mesir Kuno telah mengembangkan sebuah 
sistem tulisan yang menghiasi dinding-dinding batu pada kuil dan bangunan- 
bangunan lainnya. Karena contoh-contoh yang paling awal diketahui telah 
ditemukan pada dinding kuil, maka diyakini (secara keliru) bahwa simbol- 
simbol tersebut memiliki nilai keagamaan, oleh karena itu, berabad-abad 
kemudian, simbol-simbol itu disebut “hicroglyphics”, yang berarti “tulisan- 
tulisan suci’ dalam bahasa Yunani. 


noda # 


10° 10 100 1000 io 10° 


Gambar 3.1 
Bilangan-bilangan hieroglif Mesir Kuno 
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Sistem bilangan hieroglif merupakan suatu sistem tally. Terdapat simbol- 
simbol untuk satuan, puluhan, ratusan, dan semua perpangkatan dari sepuluh 
hingga satu juta. Gambar 1.3 menunjukkan beberapa simbol bilangan 
hieroglif. Sejumlah contoh penggunaan hieroglif adalah prasasti yang 
dipahatkan pada masa pemerintahan Firaun Sahure, yang berperang melawan 
bangsa Libya pada sekitar 2500 S.M. Sahure kembali dengan kemenangan 
dan membawa banyak sekali harta rampasan: 232.413 kambing, berdasarkan 
tulisan hieroglif yang terdapat di bagian dasar prasasti tersebut. 

Untuk mewakili suatu bilangan, simbol-simbol hieroglif yang 
ditampilkan dalam Gambar 1.3 boleh diulangi sebanyak yang diperlukan 
Untuk lebih jelasnya, perhatikan contoh berikut ini, 

Contoh 1.1 Tulislah dua ratus tiga puluh satu dalam tulisan hicroglif. 
Bilangan ini adalah dua ratusan, tiga puluhan, dan satu satuan: 9 DAO] 

Sistem semacam ini, di mana nilai suatu bilangan dapat ditentukan 
dengan cara menjumlahkan masing-masing simbol, disebut norasf 
penjumlahan, Karena, misalnya. tiga ratus empat puluh dua adalah juga 2 
satuan, 4 puluhan, dan 3 ratusan, maka ia dapat pula ditulis sebagai, 


OMIM ON atau bahkan sebagai PANNA 99S. Secara umum, 


bangsa Mesir Kuno menuliskan bilangan mereka, sebagaimana kita, denga 


NG : | 
nilai-nilai terbesar lebih dahulu, Tetapi, karena mereka menulis dari kanan ké 


kiri, ini berarti bahwa mereka menempatkan nilai-nilai terbesar di posisi 
paling kanan. | 

Suatu peradaban mau tidak mau harus berurusan dengan pecahan, jika 
mereka hendak menangani perkara pajak. Demikian pula bangsa Mesir Kuno. 
Tetapi, berbeda dari kita, bangsa Mesir Kuno terutama menggunakan 
pecahan-pecahan satuan, yaitu pecahan-pecahan dengan pembilang |, meski 
terdapat simbol untuk = . dan sejarah menunjukkan bahwa pada masa 


B 
selanjutnya dalam sejarah Mesir Kuno, ada pula simbol untuk 8" Untuk 


A 1 
menuliskan pecahan seperti z lebih dahulu simbol-simbol untuk tiga belas 
3 


dituliskan dan kemudian simbol  , dikenal sebagai ro (mulut terbuka), 
ditempatkan di atasnya: (in . Beberapa pecahan yang paling lazim 
digunakan juga memiliki simbol-simbol khusus, meskipun satu-satunya yang 
digunakan dengan cukup konsisten adalah simbol untuk dua pertiga. Pada 


masa Kerajaan Lama (+ 3100 S.M. hingga 2200 S.M). 5 ditulis seba 
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tetapi seribu tahun kemudian, simbol itu menjadi SP. Selanjutnya, barulah 
pada beribu tabun kemudian simbol untuk dua pertiga ditulis sebagai 

Tulisan hieroglif tertua tampaknya secara nyata menimbulkan kesukaran 
pada siapa pun yang bukan seorang seniman. Oleh karena itu, pada sekitar 
2700 S.M.. satu bentuk tulisan lain, yang dikenal sebagai tulisan hieratik, 
dikembangkan oleh bangsa Mesir Kuno. Tulisan ini secara umum adalah 
suatu bentuk “kursif* dari tulisan hieroglif, yang sesuai untuk digunakan 
sehari-hari. Meskipun bilangan hieratik masih merupakan sebentuk notasi 
penjumlahan, tetapi ja berbeda dari tulisan hieroglif dalam suatu segi yang 
penting: masing-masing simbol harus dipandang sebagai suatu kesatuan yang 
utuh, 

Tidak lama setelah penemuan bilangan-bilangan hieratik dan hieroglif, 
bangsa Mesir Kuno mulai membangun piramida-piramida, suatu eksistensi 
pyang membuktikan tingkat sofistikasi matematis cukup tinggi yang telah 
(berhasil dicapai oleh bangsa Mesir Kuno. 


B. PAPIRUS RHIND 


Kebanyakan ahli sejarah mencatat bahwa dimulainya penemuan kembali 
Sejarah kuno bangsa Mesir adalah pada saat berlangsungnya invasi Napoleon 
Bonaparte pada tahun 1798. Pada bulan April tahun tersebut, Napoleon 
berlayar dari Toulon bersama armada lautnya yang berjumlah 328 kapal dan 
mengangkut sebanyak kurang lebih 38.000 serdadu di dalamnya. Dia 
bermaksud untuk menaklukkan Mesir supaya dapat menguasai jalur darat 
menuju wilayah taklukan Inggris yang kaya di India. Selanjutnya, meski 
komandan angkatan laut Inggris bernama Laksamana Nelson berhasil 
menghancurkan banyak dari armada Perancis sebulan setelah mereka 
mendarat di dekat Alexandria, tetapi upaya penaklukan Mesir oleh Perancis 
terus berlangsun: ma 12 bulan berikutnya, sebelum Napoleon akhirnya 


meninggalkan kawasan tersebut dan bergegas kembali ke Perancis. 
Meski demikian, bencana bagi pasukan Perancis ini membawa serta 


kejayaan bagi perkembangan ilmu pengetahuan. Napoleon bersama pasukan 
ekspedisinya membawa serta satu komisi ilmu pengetahuan dan seni, yang 
beranggotakan 167 orang ilmuwan terpilih—termasuk dua matematikawan, 
Gaspard Monge dan Jean-Baptiste Fourier—yang bertugas mengumpulkan 
berbagai informasi dengan meneliti tiap aspek kehidupan bangsa Mesir pada 
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masa kuno dan zaman modern. Rencana utama dari kegiatan itu adalah untuk 
memperkaya khasanah pengetahuan dunia tentang Mesir sambil 
mendinginkan keadaan akibat serangan militer Perancis dengan cara 
mengalihkan perhatian dunia pada kehebatan kebudayaan Mesir. 

Para ilmuwan anggota komisi tersebut ditangkap oleh pasukan Inggris 
yang bermurah hati melepaskan mereka untuk kembali ke Perancis dengan 
membawa serta catatan-catatan dan gambar-gambar karya mereka. Ketika 
waktunya tiba, mereka menghasilkan karya monumental dengan judul 
Description de l'Egypte. Karya ini ditulis dalam 9 seri teks folio dan 12 seri 
teks lempengan, yang diterbitkan selama lebih dari 25 tahun. Teks itu sendiri 
dibagi menjadi empat bagian yang secara berurutan membahas tentang 
peradaban Mesir Kuno, monumen-monumen yang mereka bangun, Mesir 
modern, dan sejarah alamnya. Tidak pernah ada sebelumnya catatan yang 

= dibuat tentang negara asing dengan begitu lengkap, begitu akurat, begitu, 
cepat, dan dibuat pada kondisi-kondisi yang begitu sulit | 

Description de l'Egypte, beserta kemewahan dan ilustrasinya yang luag 
biasa bagus, mendorong kekayaan pengetahuan dan kebudayaan Mesir Kundi 
untuk memasuki suatu masyarakat yang telah terbiasa dengan kekunos 
Yunani dan Romawi. Pemaparan mendadak tentang suatu bangsa yang sudalt 


maju, yang lebih tua dari peradaban mana pun menurut catatan sejarah) 
menimbulkan ketertarikan yang tinggi dalam komunitas budaya dan ilmis 
bangsa Eropa. Apa yang membuat ketertarikan itu semakin besar adalah fakta 
bahwa catatan sejarah peradaban awal ini ditulis dalam sebuah naskah yang 
tidak seorang pun mampu untuk menerjemahkannya ke dalam bahasa modern 
mana pun. Invasi militer serupa yang dilakukan oleh Napoleon akhimya 
memberikan petunjuk literal ke masa lalu bangsa Mesir, saat salah seorang 


teknisinya menemukan Batu Rosetta dan kemudian mengungkap 
kemungkinan bahwa batu tersebut berguna untuk menerjemahkan tulisan 
hieroglif. 

Sel in besar pengetahuan kita tentang urutan matematika Mesir Kuno 
berasal dari dua papirus yang berukuran besar, masing-masingnya dinamai 
dengan nama pemilik papirus itu sebelumnya—Papirus Rhind dan Papirus 
Golenischev. Papirus yang disebut belakangan disebut juga Papirus Moskow, 
karena ia dimiliki oleh Museum Seni Murni di Moskow. Papirus Rhind dibeli 
dari Luxor, Mesir, pada tahun 1853 oleh seorang pengacara muda dari 
Skotlandia yang bernama A. Henry Rhind, dan kemudian disumbangkan 
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kepada Museum Inggris. Ketika kesehatan pengacara muda ini menurun 
drastis, dia mengunjungi wilayah Mesir yang beriklim lebih hangat dan 
menjadi arkeolog. dengan spesialiasi bidang penggalian makam-makam di 
‘Thebes, Di kota inilah, pada reruntuhan kecil di dekat Ramesseum, dikatakan 
bahwa papirus tersebut ditemukan, 


(Sumber: Museum Inggris) 
Gambar 3.2 
Potongan Papyrus Rhind 


Papirus Rhind ditulis dalam naskah hieratik (bentuk kursif hieroglif yang 
lebih sesuai untuk penggunaan pena dan tinta) pada sekitar 1650 S.M. oleh 
seorang penulis bernama Ahmes, yang meyakinkan kita bahwa papirus 
tersebut dibuat mirip karya awal dari dinasti ke-12, tahun 1849-1801 S.M 
Meski papirus Rhind bentuk aslinya merupakan gulungan dengan panjang 18 
kaki dan tingginya 13 inci, ia tiba di Museum Inggris dalam dua bagian, di 
mana bagian tengahnya hilang. Mungkin papirus tersebut telah robek ketika 
dibentangkan oleh seseorang yang tidak memiliki keahlian dalam memelihara 


dokumen rapuh seperti itu, atau mungkin ada dua penemu dan masing- 
masingnya meminta satu bagian. Dipandang dari segi mana pun, tampaknya 
bagian kunci dari papirus ini telah hilang selamanya bagi kita, hingga 
seseorang mendapatkan kesempatan untuk menemukan dan 
mengungkapkannya—sebagaimana adakalanya memang terjadi dalam dunia 


arkeologi, 
aa 
t 
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Sekitar empat tahun setelah Rhind melakukan pembelian terkenalnya, 
Edwin Smith, sebagai seorang ahli tentang bangsa Mesir asal Amerika. 
membeli apa yang dikiranya papirus pengobatan. Papirus itu ternyata tipuan 
belaka, karena ia dibuat dengan menempelkan potongan-potongan dari 
papirus lain pada sehelai gulungan model. Pada hari kematiannya (tahun 
1906), koleksi benda-benda Mesir Kuno milik Smith dipamerkan kepada 
Masyarakat Sejarah New York, dan pada tahun 1922, potongan dari gulungan 
model itu teridentifikasi sebagai bagian yang hilang dari Papirus Rhind 

Penguraian Papirus Rhind menjadi lengkap saat potongan-potongan yang 
hilang tersebut dibawa ke Museum Inggris dan digabungkan pada posisi- 
posisi yang semestinya. Rhind juga membeli naskah pendek yang ditulis di 
alas kulit, Gulungan Kulit Matematika Mesir, pada saat bersamaan dia 
membeli papirusnya: tetapi melihat kondisinya yang sangat rapuh, gulungan 
tersebut tetap tidak dulu diteliti selama lebih dari 60 tahun 

Kandungan Papirus Rhind diawali dengan premis yang tegas. Isinya 
berkaitan dengan “sebuah kajian yang cermat tentang segala hal, memahami 
semua hal yang ada, pengetahuan dari semua rahasia yang menghalangi 1 
Secara umum, Papirus Rhind adalah sebuah buku pegangan praktis latihan 
latihan matematis, dan satu-satunya “rahasia” adalah bagaimana card 
mengalikan dan membagi, Meski demikian, delapan puluh lima 
permasalahan yang ada di dalamnya memberikan gagasan yang cukup jelas 


bagi kita tentang ciri khas dari matematika Mesir Kuno. 
C. KUNCI MENUJU PENGURAIAN: BATU ROSETTA 


Penerjemahan Papirus Rhind baru mungkin dilakukan secara cepat 
karena pengetahuan yang diperoleh dari Batu Rosetta, Penemuan lemping 
basal hitam mengkilat im adalah kejadian paling signifikan dari ekspedisi 
Napoleon. Batu ini ditemukan oleh seorang perwira pasukan Napoleon dekat 
Rosetta di Sungai Nil pada tahun 1799, ketika mereka sedang menggali 
pondasi sebuah benteng. Batu Rosetta tersusun dari tiga panel, masing- 
masingnya ditulis dalam tiga jenis tulisan berbeda: huruf Yunani pada bagian 
paling bawah, naskah demotik bertuliskan huruf Mesir (bentuk 
pengembangan huruf hieratik) pada bagian tengah, dan huruf hieroglif kuno 
pada hagian paling atas yang agak rusak. Cara membaca huruf Yunani tidak 
pernah hilang, cara membaca hieroglif dan demotik tidak pernah ditemukan 
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sampai saat itu. Untungnya, disimpulkan dari naskah huruf Yunani itu bahwa 
temyata kedua panel lainnya membawa pesan yang sama. sehingga naskah 


tersebut merupakan teks tiga bahasa yang dapat digunakan untuk 


menguraikan alfabet hieroglif. 

Nilai penting Batu Rosetta segera disadari oleh orang Perancis, terutama 
Napoleon, yang memerintahkan naskah itu diperbanyak dengan salinan cetak 
tinta dan dibagikan kepada para ilmuwan di Eropa. Saat Napoleon dipaksa 
untuk melepaskan Mesir pada tahun 1801, salah satu artikel dari pakta 
penyerahan mencantumkan penyerahan batu itu kepada Inggris. Seperti 
semua artifak yang ditemukan, Batu Rosetta akhirnya menjadi milik Museum 
Inggris, dan pembuatan serta penguraian empat cetakan gips di universitas- 
universitas Oxford, Cambridge, Edinburgh, dan Dublin, dengan 
menggunakan analisis komparatif dimulai. Permasalahannya menjadi lebih 
brumit daripada yang terbayangkan, sehingga membutuhkan 23 tahun dan 
penelitian intensif dari para ilmuwan untuk memecahkannya. 


(Sumber: Museum Inggris) 


Gambar 3.3 
Batu Rosetta 
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Bab terakhir dari misteri Batu Rosetta, seperti halnya misteri yang 
pertama, ditulis oleh seorang ilmuwan Perancis, Jean François Champollion 
(1790-1832). Sebagai orang yang paling berpengaruh berkaitan dengan 


penelitian tentang Mesir, sejak kecil Champollion telah melihat pertanda 
bahwa dia akan berperan penting dalam mengungkap budaya Mesir Kuno, 
Sejarah men 


bahwa pada usia IT tahun, dia berjumpa dengan 
matematikawan Jean-Baptiste Fourier, orang yang menunjukkan kepadanya 
beberapa papirus dan lempengan batu yang bertuliskan huruf hieroglif. Meski 
diyakinkan bahwa tidak ada seorang pun yang dapat membacanya. sang 


bocah memberikan jawaban yang lebih meyakinkan, “Saya akan 
melakukannya jika saya dewasa nanti.” Dari momen itulah hampir segala 
1g 
ptologi): pada usia 13 tahun dia mampu membaca tiga bahasa dari 


sesuatu yang Champollion lakukan selalu berkaitan dengan ilmu ten 
Mesir (E 
kawasan Timur, dan ketika dia berusia 17 tahun, dia menuju Universitas 
Grenoble dan melakukan studi di sana, Pada tahun 1822, dia telah mampu 
mengumpulkan kosakata hieroglif dan membaca secara lengkap panel bagian 
atas yang tertera pada Batu Rosetta 


Dari waktu ke waktu, huruf-huruf hieroglif berkembang dari suatu 
sistem gambar-gambar dari kata-kata lengkap menjadi sistem yang meliputi 
lambang-lambang alfabet sekaligus simbol-simbol fonetik. Pada naskah 
hieroglif Batu Rosetta, kerangka-kerangka oval yang disebut cartouche 
(kata dalam bahasa Perancis yang berarti cartridge atau pelor) digambarkan 
mengelilingi karakter-karakter tertentu. Karena hanya tanda-tanda ini saja 
yang menunjukkan penekanan khusus, Champollion menyimpulkan bahwa 
simbol-simbol yang dikelilingi oleh pelor-pelor tersebut mewakili nama dari 
penguasa saat itu, Ptolemy, seperti yang disebutkan dalam teks yang 
berbahasa Yunani. Champollion juga memiliki salinan naskah-naskah yang 
terdapat pada sebuah obelisk dan alas tumpuannya, dari Philae, Alas tersebut 
memuat tulisan Yunani yang mengagungkan Ptolemy dan istrinya Cleopatra 
(bukan Cleopatra terkenal yang konon mati bunuh diri). Pada obelisk itu 
sendiri, yang berpahatkan huruf hieroglif, terdapat dua pelor yang 
didekatkan, jadi mungkin bahwa dua pelor tersebut menekankan ekuiv. 
ekuivalen Mesir untuk nama diri dari kedua orang tersebut. Sclain itu, salah 


en- 


satu pelor tadi memuat karakter-karakter hieroglif yang terdapat dalam pelor- 
pelor yang ditemukan pada Batu Rosetta. Uji silang ini sudah cukup bagi 
Champollion untuk membuat penguraian awal. Dari nama-nama bangsawan 
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tadi. dia kemudian menetapkan hubungan antara simbol-simbol hieroglif dan 
huruf-huruf Yunani. Saat itu tatkala tulisan hieroglif mulai tersibak selimut 
misterinya, Champollion, melalu usaha tanpa henu selama bertahun-tahun, 
dikabarkan menangis dan setengah berteriak, “Aku menemukannya!” dan 
terjatuh pingsan. 

Sebagai puncak dari studi seumur hidupnya, Champollion menulis 
karyanya berjudul Grammarie Egyptienne en Encriture Hieroglvphigue, yang 
diterbitkan dan memperoleh penghargaan pada tahun 1843. Di dalamnya, dia 
merumuskan sebuah sistem gramatika dan uraian umum yang menjadi 
landasan bagi semua karya yang dihasilkan kemudian oleh para Egiptolog 
lainnya, Batu Rosetta telah memberikan kunci pemahaman terhadap salah 
satu peradaban hebat di masa silam. 


3D. TINJAUAN SIFAT MATEMATIKA MESIR KUNO 


Matematika Mesir pa 
kecenderungan matematikanya adalah menurunkan perkalian dan pembagian 
menjadi penjumlahan berulang. Perkalian dari dua bilangan dapat 
diselesaikan dengan cara menggandakan secara berturutan salah satu dari 
bilangan-bilangan tersebut dan kemudian menambahkan pengulangan yang 
Sesuai untuk memperoleh hasilkalinya. Metode perkalian dengan cara 
menggandakan dan menjumlahkan dapat bekerja secara baik karena setiap 
bilangan bulat (positif) dapat ditunjukkan sebagai jumlah perpangkatan 
berbeda dari 2; yaitu, seperti jumlah suku-suku dari barisan, 1, 2, 4. 8. 16, 32, 
(lan seterusnya. Dalam hal lainnya, pembagian yang dilakukan oleh bangsa 
an yang dibalikkan—pembagi 


la dasarnya “bersifat penjumlahan”, berarti bahwa 


Mesir dapat dimaknai sebagai proses perkali 
digunakan secara berulang untuk memperoleh hasilbaginya. Saat para 
matematikawan Mesir Kuno menghitung dengan pecahan, mereka hanya 


menggunakan apa yang disebut sebagai pecahan-pecahan satuan: yaitu 


ME 
pecahan-pecahan dengan bentuk =: di mana n adalah bilangan asli. 


Dengan melihat naskah-naskah matematika bangsa Mesir Kuno secara 
keseluruhan. kita akan temukan bahwa naskah-naskah tersebut hanyalah 
kumpulan permasalahan praktis dari persoalan-persoalan yang terkait 
perdagangan dan transaksi administratif. Pengajaran seni perhitungan muncul 
sebagai unsur utama dalam permasalahan-permasalahan tersebut, Segala 
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sesuatu dinyatakan dalam istilah-istilah bilangan khusus, dan tidak terdapat 
jejak dari apa pun yang pantas disebut sebagai teorema atau aturan umum 
dari suatu prosedur. Jika kriteria untuk matematika keilmuan adalah 
keberadaan konsep bukti, maka bangsa Mesir Kuno membatasi diri mereka 
pada “aritmetika terapan”. 

Barangkali, penjelasan terbaik tentang mengapa bangsa Mesir Kuno 
tidak pemah melangkah ke seberang tingkat yang relatif primitif ini adalah 
karena mereka memiliki gagasan yang alami. tetapi tidak menguntungkan. 
untuk hanya menggunakan pecahan-pecahan dengan pembilang satu. Oleh 


karena itu, bahkan perhitungan-perhitungan paling sederhana sekalipun 
menjadi lamban dan sukar untuk dilakukan, Kita sukar katakan apakah 
simbolisme mereka memang tidak memungkinkan penggunaan pecahan 
dengan pembilang-pembilang lain, ataukah penggunaan eksklusif pembilang 
satuan itu yang telah menjadi alasan untuk simbolisme yang mereka gunakan, 
Penanganan pecahan-pecahan selalu menjadi seni yang istimewa dulang 
matematika Mesir Kuno, dan hal itu tampaknya dapat dijelaskan sebagai 
penghambat bagi prosedur-prosedur numerik. 

Seperti halnya dibuktikan oleh Papirus Akhmin (nama ini diambil dark 
nama kota di bagian atas Sungai Nil. tempat papirus tersebut ditemukan), 
tampak bahwa metode-metode dari penulis Ahmes masih tetap berlaku 
sampai beberapa abad kemudian, Dokumen ini, ditulis dalam bahasa Yunani 
sekitar tahun 500 hingga 800 M, hampir mirip dengan Papirus Rhind! 
Penulisnya, seperti pendahulunya yaitu Ahmes dari zaman kuno, menuliskan 
tabel-tabel pecahan yang diuraikan ke dalam pecahan-pecahan satuan. 
Mengapa matematika Mesir masih tetap sedemikian sama selama lebih dari 
2000 tahun? Salah satu jawaban yang mungkin adalah karena bangsa Mesir 
Kuno memasukkan temuan-temuan mereka ke dalam buku suci, sehingga 


pada masa-masa selanjutnya orang akan dianggap mengingkari kesucian 
agama jika mengubah metode atau hasil yang tercantum di sana. Apa pun 
penjelasannya, pencapaian matematis yang dilakukan Ahmes adalah hasil 
kerja keras dari para pendahulu dan tentu juga para penerusnya 
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Ww LATIHAN 
> 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas. 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Sebutkan pandangan dari cendikiawan Yunani Aristoteles yang 
menyebutkan bahwa matematika berasal dari Mesir! 

2) Bilangan berapakah yang diwakili oleh tulisan hieroglif ini: fl 19 19 

3) Jelaskan tentang naskah paling awal dan penting yang kita miliki untuk 
mengetahui matematika Mesir Kuno? 

4) Jelaskan hubungan antara invasi pasukan Perancis yang dipimpin 
Napoleon Bonaparte ke Mesir pada tahun 1798 dengan terungkapnya 
peradaban Mesir! 

5) Apakah maksud dari pernyataan bahwa matematita Mesir Kuno pada 
dasarnya “bersifat penjumlahan”? Jelaskan secara singkat! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


|) Aristoteles dalam karyanya yang berjudul Metaphysics menyebutkan, 
“Sains-sains matematis berasal dari Mesir, karena di sana kaum yang 
sekelas pendeta memiliki waktu luang yang cukup.” 

2) Tulisan hieroglif tersebut mewakili 234. 

3) Matematika Mesir Kuno terutama diketahui dari Papirus Rhind yang 
dibuat pada sekitar 1650 S.M. Papirus ini dapat dipahami isinya setelah 
penemuan dan penguraian Batu Rosetta, suatu naskah matematika tiga 
bahasa yang ditulis dalam huruf-huruf hieroglif, demotik, dan Yunani. 

4) Selain untuk menaklukkan Mesir agar dapat menguasai jalur darat 
menuju wilayah taklukan Inggris yang kaya di India, Napoleon juga 
memperhatikan perkembangan ilmu pengetahuan. Napoleon bersam 
pasukan ekspedisinya membawa serta sebuah komisi ilmu pengetahuan 
dan seni yang beranggotakan 167 orang ilmuwan terpilih yang bertugas 
mengumpulkan berbagai informasi dengan meneliti tiap aspek kehidupan 
bangsa Mesir pada masa-masa kuno dan zaman modem. 

5) Istilah “bersifat penjumlahan” berarti bahwa kecenderungan matematika 
Mesir Kuno adalah menurunkan perkalian dan pembagian menjadi 
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penjumlahan berulang. Misalnya, perkalian dari dua bilangan dapat 
diselesaikan dengan cara menggandakan secara berturutan salah satu dari 
bilangan-bilangan tersebut dan kemudian menambahkan pengulangan 
yang sesuai untuk memperoleh hasilkalinya. 


Papirus Rhind yang dibuat pada sekitar 1650 S.M, adalah sumber 
utama yang kita miliki untuk mengetahui matematika Mesir Kuno. 
Papirus ini dapat dipahami isinya setelah penemuan dan penguraian Batu 
Rosetta, suatu naskah matematika tiga bahasa yang ditulis dalam huruf- 
huruf hieroglif, demotik, dan Yunani 

Naskah-naskah matematika Mesir Kuno pada umumnya hanya 
merupakan kumpulan permasalahan praktis terkait perdagangan dan 
transaksi administratif. Pengajaran seni perhitungan muncul sebagai 
unsur utamanya. Segala sesuatu dinyatakan dalam istilah-istilah bilangan 
khusus, dan tidak terdapat jejak dari apa pun yang pantas disebut sebagai 
teorema atau aturan umum dari suatu prosedur. 

Matematika dalam peradaban Mesir Kuno hanya menggunakan 
pecahan-pecahan yang berpembilang satu, sehingga perhitungan- 
perhitungan paling sederhana sekalipun menjadi lamban dan sulit untuk 
dilakukan. Ini telah menjadi penghambat bagi prosedur-prosedur 
numerik mereka. 


A TES FORMATIF 1 


2) 


3) 
4) 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


Sebutkan pandangan Aristoteles yang disebutkan dalam bukunya 
Metaphysics tentang asal usul matematika! Jelaskan pula pandangan 
lebih biasa yang melihat bahwa matematika muncul dari kebutuhan- 
kebutuhan praktis. 

Jelaskan tentang karya Description de l'Egypte! 

Jelaskan tentang Papirus Rhind! 

Jelaskan sifat-sifat dari naskah-naskah matematika Mesir Kuno pada 
umumnya! 
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5) Berikan salah satu alasan yang mungkin mengapa aritmetika bangsa 
aritmetika terapan”? 


Mesir Kuno dapat dipandang telah terbatas pada 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif | yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1. 


P Jumlah Jawaban yang Benar , 
Tingkat penguasaan — x100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80 - 89% baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 1, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 
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5) Berikan salah satu alasan yang mungkin mengapa aritmetika bangsa 
aritmetika terapan”? 


Mesir Kuno dapat dipandang telah terbatas pada 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif | yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1. 


P Jumlah Jawaban yang Benar , 
Tingkat penguasaan — x100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80 - 89% baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 1, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 
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KEGIATAN BELAJAR 2 
Matematika Babilonia Kuno 


A. SISTEM BILANGAN BABILONIA 


Dari studi-studi yang komprehensif tampak bahwa matematika Babilonia 
ternyata jauh lebih berkembang daripada yang pernah dibayangkan, Bangsa 
Babilonia adalah satu-satunya masyarakat pra-Yunani yang telah menerapkan 
sistem bilangan posisional, meski belum sepenuhnya. Sistem-sistem seperti 


itu didasarkan pada gagasan nilai tempat, di mana nilai sebuah simbol 
bergantung pada posisi yang didudukinya dalam representasi numerik. 
Keunggulan besar dari sistem-sistem ini dibandingkan sistem-sistem lain 
adalah bahwa sehimpunan terbatas simbol-simbol memadai untu 
menuliskan bilangan-bilangan, betapa pun besar atau kecil. Skala bilangan 
Babilonia bukanlah desimal, tetapi seksagesimal (sistem bilangan dengan 
dasar 60), sehingga untuk setiap tempat suatu “angka” dipindahkan ke kiri, 
maka nilai angka itu meningkat nilainya dengan faktor dari 60. Saat bilangan 


bulat ditampilkan dalam sistem seksagesimal, ruang atau tempat terakhif 


p 4 4 è | 
dikhususkan untuk bilangan-bilangan dari | hingga 59, tempat berikutnya 


setelah yang terakhir untuk kelipatan-kelipatan dari 60, diikuti dengan 
kelipatan-kelipatan dari 60°, dan seterusnya. Misalnya, bilangan Babilonia 3 
25 4 mewakili bilangan 
3- GP +25 - 6044 = 12.304 
dan bukan 
3-17 +25- 10 +4 = 3254 

seperti dalam sistem desimal (sistem bilangan dengan dasar 10) yang 

kita gunakan. 

Penggunaan notasi nilai tempat seksagesimal oleh bangsa Babilonia 
dikukuhkan olch dua tablet yang ditemukan pada tahun 1854 di Senkerah 
sekitar Sungai Eufrat oleh ahli geologi Inggris W. K. Loftus. Tablet-tablet 
ini, yang barangkali dibuat pada periode Hammurabi (2000 S.M.), 
mencantumkan kuadrat dari semua bilangan bulat dari 1 sampai 59 dan 
pangkat tiga dari bilangan-bilangan bulat hingga 32. Tablet kuadrat itu dibaca 
dengan mudah sampai dengan 7, atau 49. Di mana kita menduga akan 
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menemukan 64, tablet itu mencantumkan | 4; satu-satunya hal masuk akal 
adalah memisalkan | mewakili 60. Setelah 82, nilai dari 9 dicantumkan 
sebagai | 21. kembali mengisyaratkan bahwa angka di kiri itu tentulah 
mewakili 60. Skema yang sama berlaku di sepanjang tabel tersebut hingga 
kita tiba pada entri terakhir, yaitu 58 |. Ini tentulah berarti 
58 1558-6041 53481 559. 

Kelemahan dari sistem bilangan hieroglif bangsa Mesir Kuno tampak 
dengan jelas. Bahkan, penulisan bilangan-bilangan yang kecil menuntut 
relatif banyak simbol (untuk menuliskan 999, misalnya, diperlukan tidak 
kurang dari 27 hieroglif): dan bersama setiap perpangkatan baru dari 10, 
sebuah simbol perlu diciptakan, Di sisi lain, notasi numerik bangsa Babilonia 
menekankan dua karakter baji, Baji tegak sederhana memiliki nilai | 
dan dapat digunakan sembilan kali, sedangkan baji lebar yang menghadap ke 
samping & mewakili 10 dan boleh digunakan sampai lima kali. Bangsa 
Babilonia, menempuh jalur yang sama seperti bangsa Mesir Kuno, membuat 
bilangan-bilangan lain dari kombinasi simbol-simbol tersebut, masing- 
digunakan sebanyak yang diperlukan. Saat kedua simbol 
di gu bersamaan, simbol-simbol yang melambangkan puluhan 
ditempatkan di kiri simbol-simbol satuan, misalnya: 


TIT 
444 IT 


Pemberian spasi yang tepat di antara kelompok-kelompok simbol yang 


tersusun berdekatan berkorespondensi dengan perpangkatan menurun dari 60, 
dibaca dari kiri ke kanan, Sebagai ilustrasi, misalnya: 


TTT TT 
ram Ko S4 
TT 
yang dapat diinterpretasikan sebagai 1 - 60° + 28 - 60? + 52 - 60 + 20 = 
319.940. Bangsa Babilonia adakalanya mengatasi kerancuan sistem mereka 


dengan menggunakan tanda pengurangan, yaitu Y= Ini memungkinkan 
penulisan bilangan-bilangan seperti 19 dalam bentuk 20 — | 
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«MIT 


sebagai pengganti sebuah simbol puluhan yang diikuti dengan sembilan 
simbol satuan 


TTT 
4 TTI 
TTT 


Notasi nilai tempat Babilonia dalam perkembangan paling awalnya 
dihadapkan pada interpretasi-interpretasi yang bertabrakan karena tidak 
adanya simbol untuk nol. Tidak ada cara untuk membedakan di antara 
bilangan-bilangan 

1- 60 +24 = 84 dan 1 - 60° +0- 60 + 24 = 3624, 

karena masing-masingnya dapat ditampilkan dalam bentuk “cuneiform” 


TTT 
T44 


Seseorang hanya dapat bersandar pada konteks untuk mengatasi 
penafsiran ganda ini. Jarak pemisah yang mencolok seringkali digunakan 
untuk menandakan bahwa sebuah tempat seksagesimal hilang, tetapi aturar 
ini tidak diterapkan secara ketat dan kebingungan dapat timbul darinya 


dengan 


Orang yang menyalin tablet mungkin saja tidak melihat spasi kosong 
tersebut, dan menempatkan simbol-simbolnya berdekatan, dan dengan 
demikian mengubah nilai bilangannya. (Hanya dalam sistem nilai tempatlah 
keberadaan suatu spasi kosong perlu dirumuskan dengan jelas, jadi bangsa 
Mesir tidak mengalami masalah ini.) Sejak 300 S.M.. sebuah simbol 
tersendiri 

A 


PN atau 7» 


yang disebut pemisah, diperkenalkan untuk berperan sebagai sebuah 
penanda tempat, oleh karena itu menunjukkan spasi kosong di antara dua 
angka dalam suatu bilangan. Dengan adanya pemisah, maka bilangan 84 


pe 
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dapat dibedakan dengan jelas dari 3624, yaitu bilangan 3624 ditampilkan 
sebagai 


TTT 
Tt <47 
Namun demikian, kebingungan tidak berakhir di sini, karena pemisah 
dalam sistem Babilonia tersebut digunakan hanya di antara angka-angka dan 
masih belum ada simbol untuk menunjukkan ketiadaan angka di akhir sebuah 
bilangan. Pada sekitar 150 M, ahli astronomi Alexandria yang bernama 
Ptolemy mulai menggunakan simbol omicron (o. huruf pertama dari kata 
Yunani ovdev, yang berarti *kosong'), layaknya nilai nol kita, tidak hanya 
muncul di antara angka-angka, tetapi juga di posisi ujung. Tidak ada bukti 
bahwa Ptolemy memandang o sebagai bilangan tersendiri yang dapat masuk 
‘ke dalam perhitungan bersama bilangan-bilangan lainnya. 
Ketiadaan tanda nol di ujung-ujung bilangan dalam sistem Babilonia 
berarti bahwa tidak terdapat cara untuk mengatakan apakah tempat terendah 


| N 3 . 1 
ftu bernilai satuan, kelipatan dari 60 atau 60°, atau bahkan kelipatan dari => 


Nilai dari simbol 2 24, yang dalam bentuk cunciform adalah 


TTT 
TT 447 


dapat ditafsirkan sebagai 
2.604 24 = 144. 
Tetapi, interpretasi-interpretasi lainnya pun mungkin, misalnya. 
2 - 60? + 24 - 60 = 8640, 
atau jika dimaksudkan sebagai sebuah pecahan, 
24-22 
60 5. 

Dengan demikian, bangsa Babilonia Kuno tidak pernah mencapai suatu 
sistem nilai tempat yang absolut. Representasi bilangan mereka 
mengungkapkan urutan relatif angka-angka. dan konteks sajalah yang 
menentukan besarnya bilangan yang dituliskan dalam skala scksagesimal itu. 
Oleh karena dasar dari sistem bilangan mereka sedemikian besar, nilai 
bilangan yang mereka maksudkan biasanya terungkap dengan jelas. Namun 
demikian, untuk mengatasi kekurangan tersebut, mari kita buat kesepakatan 
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untuk menggunakan tanda titik-koma sebagai pemisah bilangan bulat- 
bilangan bulat dari pecahan-pecahan, sedangkan semua tempat seksagesimal 
lainnya akan dipisahkan satu sama lain dengan tanda-tanda koma. Dengan 


aturan ini, 25,0,3:30 dan 25,0:3,30, secara berturutan, akan memiliki arti 
30 1 
25-60 40-6043 4 Ta = 90.003 - 


dan 
‘a 


z 3 30 7 
25 - 60+ 0+ —+—> = 1500 —. 
60 60° 120 
Perhatikan bahwa baik tanda titik-koma maupun tanda koma tidak memiliki 
simbol-simbol yang berhubungan dengannya dalam teks-teks cuneiform 


aslinya 


B. TABLET BILANG 


-BILANGAN KEBALIKAN 


Sebagian besar dari pengetahuan kits tentang matematika yang 
berkembang di wilayah Mesopotamia, yang awalnya dikembangkan olelp 
bangsa Sumeria dan kemudian oleh bangsa Akkadia dan lainnya, adalah 
relatif baru. Pengetahuan ini disebut matematika Babilonia, seakan-seakan! 
bersumber hanya dari satu bangsa. Untuk sekian waktu, diketahui bahwa 
kumpulan-kumpulan benda kuno dari Babilonia yang sangat banyak di 


Museum Inggris, Louvre, Yale, dan Universitas Pennsylvania terdiri ata: 
banyak tablet tulisan kuno dari jenis tidak lazim yang belum dapat teruraikan! 
Penelitian serius yang dilakukan oleh Otto Neugebauer, yang membuahkan 
hasil pada tahun 1930-an, mengungkap bahwa semua naskah tersebut adalah 
tabel-tabel dan teks-teks matematika, dan dengan demikian kunci untuk 
“membaca” isi dari naskah-naskah Babilonia Kuno pun ditemukan, Hasil 


penguraian, penerjemahan, dan interpretasi yang dilakukan oleh ilmuwan ini 
menjadi titik terang utama untuk mengkaji kontribusi bangsa Babilonia bagi 
perkembangan matematika kuno. 

Dalam meneliti matematika Babilonia, kita tidak seberuntung saat 
meneliti matematika Mesir. Karena cara penulisan bangsa Babilonia pada 
tablet-tablet tanah liat menghambat penggabungan risalah-risalah yang 
panj: 
de 
telah berhasil dikonstruksi, banyak di antaranya terpelihara dengan sangat 
baik, Kebanyakan dari tablet-tablet ini (sekitar dua pertiganya) berasal dari 


ang, maka tidak ada catatan-catatan bangsa Babilonia yang sebanding 
n Papirus Rhind. Namun demikian, beberapa ratus tablet matematis 
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masa “Babilonia Lama”, yang diperkirakan berlangsung pada periode 1800- 
1600 S.M. Dari sumber materi melimpah ini, sekarang diketahui bahwa, 
kecuali dalam keberadaan aturan-aturan geometris tertentu, bangsa Babilonia 
lebih maju dibandingkan bangsa Mesir dalam bidang matematika. Meski 
matematika Babilonia juga memiliki akar-akar empiris kuat yang tampak 
jelas pada kebanyakan tablet yang telah berhasil diterjemahkan sejauh ini, 
tetapi matematika Babilonia tampaknya cenderung menggunakan ekspresi 
yang lebih teoretis. (Orang-orang Babilonia boleh mengklaim bahwa mereka 
telah mencapai temuan-temuan lebih awal, terutama mengenai teorema 
Pythagoras, yang biasanya dipandang telah ditemukan oleh aliran-aliran 
matematika yang muncul lebih belakangan.) Kunci kemajuan bangsa 
Babilonia tampaknya adalah kemudahan sistem bilangan mereka yang luar 
biasa. Notasi seksagesimal yang hebat memungkinkan mereka untuk 
sberhitung dengan pecahan-pecahan semudah mengerjakan bilangan-bilangan 
bulat dan membawa mereka kepada aljabar yang sangat maju. Hal ini 


mustahil bagi bangsa Mesir, karena bagi mereka tiap operasi yang berkaitan 
dengan pecahan harus melibatkan pecahan-pecahan satuan yang begitu 
banyak, sehingga tiap pembagian yang dilakukan menimbulkan 
permasalahan yang sulit. 

Bangsa Babilonia yang terbebaskan oleh sistem bilangan mereka yang 
Juar biasa dari proses perhitungan yang membosankan, menjadi penyusun 
fabel-tabel aritmetika yang tidak kenal lelah. beberapa dari tabel itu memiliki 
kerumitan dan tingkatan yang luar biasa, Tabel-tabel yang begitu banyak 
berisi kuadrat-kuadrat dari bilangan-bilangan | sampai 50, dan juga pangkat 
tiga, akar kuadrat, dan akar pangkat tiga dari bilangan-bilangan tersebut. 
Sebuah tablet yang disimpan di Museum Berlin berisi daftar-daftar yang 
tidak hanya menunjukkan »? dan n° untuk = 1, 2, .... 20, 30, 40, 50, tetapi 
juga jumlah dari m? + n°, Diduga bahwa daftar ini digunakan untuk 
menyelesaikan persamaan pangkat tiga yang telah diturunkan menjadi bentuk 
x! +° =a. Kumpulan tablet lain terkait dengan bilangan-bilangan kebalikan. 
Format baku dari tabel sejenis ini menggunakan dua kolom bilangan, seperti 
berikut ini: 
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4 15 
5 12 
6 10 
8 7:30 
9 6:40 
10 6 
12 5 
15 4 
16 3:45 
18 3:20 


di mana hasil kali dari tiap pasang bilangan selalu 60. Dalam hal ini, tiap 
pasang bilangan terdiri atas sebuah bilangan pada kolom bagian kiri dan 
kebalikan seksagesimalnya pada sisi kanan. Tabel-tabel ini memiliki 
kekurangan tertentu di dalamnya: bilangan-bilangan yang hilang adalah 7, 
11, 13. dan 14, dan beberapa lagi yang lainnya | 

Alasan untuk kekurangan tersebut adalah bahwa hanya pecahan-pecahani 
seksagesimal finit yang masuk akal bagi orang-orang Babilonia, dan bahwa 
kebalikan dari bilangan-bilangan yang “tidak-beraturan” itu merupakan 
seksagesimal-seksagesimal tak berujung, Misalnya, pada perluasan 


1 P 
seksagesimal untuk =, blok 8,34,17 mengulang dirinya sendiri sebanyak tak+ 
1 


hingga kali = 0; 8, 34, 17, 8. 34, 17. .... (Situasi demikian terjadi juga 


1 
dalam sistem kita, misalnya, kebalikan sepert w= 0,090909 ... bersifat tak- 


hingga saat diperluas ke bentuk desimal.) Bila sebuah bilangan tidak 
beraturan seperti 7 muncul dalam kolom pertama. maka pernyataan yang 
dibuat adalah bahwa 7 tidak membagi, dan oleh karena itu sebuah 
aproksimasi diberikan 

Sebuah tablet bangsa Sumeria pada tahun 2500 S.M. meminta para 
pembacanya untuk membagi bilangan 5,20,0,0 oleh 7. Perhitungannya 
ditunjukkan sebagai 

(5, 20, 0, ONO; 8, 34, 17, 8) 545, 42, 51: 22, 40, 
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di mana 5,20,0,0 dikalikan dengan kebalikan dari 7 yang diaproksimasi 
hingga empi 


angka desimal. Tabel yang belakangan muncul memberikan 
1 
batas atas dan batas bawah pada ukuran untuk 5 yaitu 
1 
8, 34, 16,59 < = <8, 34, 18 


Kita dapat menggambarkan cakupan beberapa tabel bilangan kebalikan dari 
sebuah tablet di Louvre, bertanggal 350 S.M., y 
pembagi dengan satu tempat sampai dengan tujuh belas tempat, dan 


g berisi 252 entri pembagi- 
bilangan-bilangan kebalikan dengan satu tempat sampai dengan empat belas 
tempat. Tabel ini adalah daftar dari bilangan-bilangan n dan n° untuk mana 
hasilkali-hasilkali nn’ sama dengan 1 atau suatu perpangkatan lainnya dari 
60. Sebagai contob spesifik. salah satu baris dari tabel itu mencantumkan 
nilai-nilai 

2, 59, 21, 40, 48, 54 20, 4, 16, 22, 28, 44, 14, 57, 40, 

4. 56, 17, 46. 40 

yang dapat kita anggap seperti menampilkan hasilkali dari 

(260 + 59-60! + —. + 48.60 + 54) x (20601 + 4-60 + ... + 46-60 + 

40) = 60", 

Tampak bahwa perhitungan pada tingkatan ini diperlukan dalam pekerjaan 
para astronom, 

Seperti dijelaskan lebih awal, bangsa Babilonia tidak melakukan 
pembagian dengan cara duplikasi yang janggal seperti yang dilakukan oleh 
bangsa Mesir. Sebagai gantinya, mereka menginterpretasi a dibagi oleh b 
sebagai a yang dikalikan dengan kebalikan b; yaitu, 5 - a (:). Setelah 
mendapatkan kebalikan dari pembagi, baik dari tabel maupun melalui 
perhitungan, mereka hanya harus mengalikannya dengan bilangan yang akan 
dibagi, Untuk tujuan ini, para penulis naskah kuno Babilonia menggunakan 
tabel-tabel penyelesaian perkalian. yang hampir selalu memberikan hasilkali- 
hasilkali dari bilangan tertentu saat dikalikan secara berturutan dengan |, 2, 
3, ..., 18, 19, 20 dan kemudian dengan 30, 40, dan 50, Pada salah satu tablet 


1 
bertanggal 1500 S.M. terdapat tabel-tabel dari 7, 10, 12 >. 16, 24, yang 


masing-masingnya dikalikan dengan deretan nilai-nilai tersebut di atas. 
Dengan demikian, prosedur untuk, misalnya, 7 dibagi 2 adalah mengalikan 
kebalikan 2 oleh 7: 

10:30) = 0:210 = 3:30, 
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di mana 5,20,0,0 dikalikan dengan kebalikan dari 7 yang diaproksimasi 
hingga empi 


angka desimal. Tabel yang belakangan muncul memberikan 
1 
batas atas dan batas bawah pada ukuran untuk 5 yaitu 
1 
8, 34, 16,59 < = <8, 34, 18 


Kita dapat menggambarkan cakupan beberapa tabel bilangan kebalikan dari 
sebuah tablet di Louvre, bertanggal 350 S.M., yang berisi 252 entri pembagi- 
pembagi dengan satu tempat sampai dengan tujuh belas tempat, dan 


bilangan-bilangan kebalikan dengan satu tempat sampai dengan empat belas 
tempat. Tabel ini adalah daftar dari bilangan-bilangan n dan n° untuk mana 
hasilkali-hasilkali nn’ sama dengan 1 atau suatu perpangkatan lainnya dari 
60. Sebagai contob spesifik. salah satu baris dari tabel itu mencantumkan 
nilai-nilai 

2, 59, 21, 40, 48, 54 20, 4, 16, 22, 28, 44, 14, 57, 40, 

4.56, 17, 46. 40 

yang dapat kita anggap seperti menampilkan hasilkali dari 

(260 + 59-60! + —. + 48.60 + 54) x (20601 + 4-60 + ... + 46-60 + 

40) = 60", 

Tampak bahwa perhitungan pada tingkatan ini diperlukan dalam pekerjaan 
para astronom, 

Seperti dijelaskan lebih awal, bangsa Babilonia tidak melakukan 
pembagian dengan cara duplikasi yang janggal seperti yang dilakukan oleh 
bangsa Mesir. Sebagai gantinya, mereka menginterpretasi a dibagi oleh b 
sebagai a yang dikalikan dengan kebalikan b; yaitu, 5 =a GG). Setelah 
mendapatkan kebalikan dari pembagi, baik dari tabel maupun melalui 
perhitungan, mereka hanya harus mengalikannya dengan bilangan yang akan 
dibagi. Untuk tujuan ini, para penulis naskah kuno Babilonia menggunakan 
tabel-tabel penyelesaian perkalian. yang hampir selalu memberikan hasilkali- 
hasilkali dari bilangan tertentu saat dikalikan secara berturutan dengan |, 2, 
3, ..., 18, 19, 20 dan kemudian dengan 30, 40, dan 50. Pada salah satu tablet 


1 
bertanggal 1500 S.M. terdapat tabel-tabel dari 7, 10, 12 >. 16, 24, yang 


masing-masingnya dikalikan dengan deretan nilai-nilai tersebut di atas. 
Dengan demikian, prosedur untuk, misalnya, 7 dibagi 2 adalah mengalikan 
kebalikan 2 oleh 7: 

10:30) = 0:210 = 3:30, 
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3 1 
yang tentu saja merupakan notasi seksagesimal untuk 3 = 


2 


C. TABLET PLIMPTON 322 


Satu keganjilan lain dalam sejarah matematika menjadi jelas saat sebuah 
tablet tanah liat bangsa Babilonia yang dinamakan Plimpton 322 (katalog 
nomor 322 dalam koleksi dari G. A. Plimpton di Universitas Columbia) 
diuraikan oleh Neugebauer dan Sachs pada tahun 1945, Tablet im ditulis 
dalam tulisan Babilonia Lama, yang bertanggal antara 1900 S.M. dan 1600 
S,M. Analisis dari kumpulan daftar angka-angka yang luar biasa ini 
mengukuhkan bahwa apa yang disebut sebagai teorema Pythagoras ternyata 
telah diketahui oleh para matematikawan Babilonia lebih dari seribu tahun 
sebelum Pythagoras lahir. Kita ingat bahwa hasil kerja Pythagoras, yang 
menunjukkan hubungan antara panjang-panjang dan sisi-sisi dari sebualf 
segitiga siku-siku, dituliskan secara ringkas dalam rumus x7 + 3? = 7. 

Plimpton 322 adalah bagian sisi kanan dari sebuah tablet lebih besaf 


yang berisi beberapa kolom. Seperti terlihat patahan di sisi bagian kirinya, 


tablet ini sebenarnya lebih besar, Adanya bekas lem modern pada patahan itu 
menunjukkan bahwa satu bagian lainnya hilang setelah tablet ini berhasil 
digali. Tablet ini juga mengalami kerusakan berupa retakan yang dalam di 
dekat bagian tengah tepi kanan dan permukaan yang terkikis pada bagian 
pojok kiri atasnya. Daftar di bawah ini menunjukkan isi dari tablet tersebut. 


119 169 1 
3367 4825011521) 2 
4601 6649 3 
12709 18541 4 
65 97 5 
319 481 6 
2291 3541 7 
799 1249 8 
481 (541) 769 9 
4961 8161 10 
45 75 11 
1679 2929 12 
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161 (25921) 289 13 
1771 3229 14 
56 106 (53) 15 


Kita dapat menyelamatkan tiga kolom daftar bilangan pada tablet 
tersebut, masing-masingnya memiliki judul kolom, Kolom terakhir hanya 
berisi bilangan-bilangan |, 2. ... , 15, yang menunjukkan nomor barisan. 
Bukan hal sulit umuk membuktikan bahwa bilangan-bilangan itu membentuk 
kaki dan hipotenusa dari sebuah segitiga siku-siku bersisi integral. Dengan 
kata-kata lain, jika bilangan-bilangan yang berada pada bagian tengah kolom 
dikuadratkan dan jika kita mengurangkan, dari tiap bilangan itu, kuadrat dari 
bilangan yang 


Gambar 3.4: 


Tablet Babilonia Plimpton 322 
(Sumber: Museum Inggris) 


berkorespondensi dengannya pada kolom pertama. maka hasilnya adalah 
suatu kuadrat sempurna, Misalnya, baris pertama berisi persamaan 
(169)? — (119) = (120). 

Teks pada tablet mengandung beberapa kesalahan, dan pada daftar di 
atas tadi bacaan-bacaan asli dari tablet tersebut ditunjukkan dalam tanda 
kurung di sisi kanan bilangan-bilangan yang dikoreksi. Pada baris ke-9, 
kemunculan 541 bukannya 481 jelas sekedar kesalahan si penulis tablet, 
karena dalam notasi seksagesimal 541 ditulis 9.1 dan 481 ditulis 8,1. Pada 


5 
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baris ke-13, sang penulis tablet menuliskan kuadrat dari 161 bukannya 
bilangan 161 itu sendiri, dan bilangan pada baris terakhir adalah setengah 
dari nilai yang benar. Namun demikian. kesalahan pada baris kedua tidak 
dapat dijelaskan sesederhana itu, dan mengingat keterbatasan ruang yang 
tersedia, kita tidak akan membahasnya di sini. Pada dasarnya, petunjuk 
awalnya terkait dengan bagaimana bangsa Babilonia menurunkan bilangan- 
bilangan x, y, dan z yang memenuhi persamaan x? + y = 2. Nilai-nilai yang 
terdapat pada Plimpton 322 sedemikian besar hingga bilangan-bilangan 
tersebut tidak mungkin diperoleh dengan hanya menebaknya. Jika seseorang 


hanya menerapkan metode trial and error, dia tentu telah melalui banyak 
solusi lebih sederhana sebelum solusi-solusi tersebut. 


D. TINJAUAN SIFAT MATEMATIKA BABILONIA 

Penelitian menunjukkan bahwa, kecuali dalam hal keberadaan aturang 
aturan geometris tertentu, bangsa Babilonia lebih maju dibandingkan bangsa 
Mesir Kuno dalam bidang matematika. Meski matematika Babilonia juga 
memiliki akar-akar empiris kuat, seperti halnya matematika Mesir Kuno, 
tetapi bangsa Babilonia tampaknya telah menggunakan ekspresi matemang 
yang lebih teoretis. Salah satu kunci kemajuan matematika Babilonia adalah 
kemudahan sistem bilangan dengan notasi seksagesimal yang mereka 
gunakan, | 

Selain tablet-tablet aritmetika yai 
kerumitan dan tingkatan luar biasa, terdapat pula tablet-tablet matematika 
Babilonia yang berhubungan dengan perkara aljabar dan geometri. Tablet- 
tablet ini umumnya menyajikan serangkaian permasalahan numerik yang 
berkaitan erat, beserta perhitungan dan jawaban-jawaban terkaitnya: teks 
semacam ini seringkali ditutup dengan kata-kata: “Demikian prosedurnya.” 
Meski tidak satu pun dari tablet-tablet tersebut menunjukkan aturan-aturan 
umum, tetapi konsistensi dalam hal bagaimana masalah-masalah diselesaikan 
menunjukkan kepada kita bahwa bangsa Babilonia, tidak seperti bangsa 
n teoretis terhadap matematika, 


beberapa di antaranya memiliki 


Mesir, memiliki sejenis pende 
Permasalahan-permasalahan tersebut seringkali tampak seperti latihan 


pikiran, bukan hanya sebentuk risalah survei atau catatan transaksi 
perdagangan, dan permasalahan-permasalahan itu pun mengisyaratkan suatu 
ketertarikan abstrak terhadap relasi-relasi numerik 
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Terdapat sejumlah tablet tanah liat yang menunjukkan bahwa orang- 
orang Babilonia pada tahun 2000 S.M. telah cukup akrab dengan rumus 
modern untuk menyelesaikan persamaan kuadrat. Hal ini diilustrasikan 
dengan baik dalam sebuah naskah Babilonia Lama yang berisi permasalahan 


Saya telah menjumlahkan luas dan dua pertiga panjang sisi dari persegi 
yang saya miliki dan hasilnya adalah 0:35, Berapakah panjang sisi 
persegi saya itu? 


Seringkali kita dapat menerjemahkan permasalahan seperti itu ke dalam 
simbol kita dengan menggantikan kata-kata seperti panjang (atau sisi) 


dan lebar dengan huruf-huruf x dan y. Dalam notasi modem, kita dapat 


menuliskan isi dari masalah di 


Rincian dari penyelesaiannya dijelaskan melalu instruksi verbal pada 

teks berikut ini 
Anda gunakan 1, koefisien (dari x). Dua pertiga dari | adalah 0:40. 
Setengah darinya adalah 0:20, Anda kalikan dengan 0:20 dan 
[hasilnya] adalah 0;640 Anda jumlahkan dengan 0:35 dan 
[hasilnya] memiliki 0:50 sebagai akar kuadratnya. Bilangan 0:20, 
yang Anda telah kalikan dengan dirinya sendiri, Anda kurangkan 
dari 0:50, dan 0:30 adalah [sisi dari] persegi tersebut. 


Jika diubah ke notasi aljabar modern, langkah-langkah ini menunjukkan 
kepada kita bahwa 


(0; 640+ 0:35 — 0:20 
- ¥0;41,40 — 0:20 
):50 — 0:20 = 0:30. 
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Dengan demikian. istruksi-instruksi Babilonia tersebut menuju kepada 
penggunaan suatu rumus yang ekuivalen dengan aturan yang kita kenal 


(9 


Saat ni 


+b- 
2 


untuk menyelesaikan persamaan kuadrat x? + av = 6, Meski matematikawan 


Babilonia tidak memiliki “rumus kuadrat” yang akan dapat menyelesaikan 
semua persamaan kuadrat, tetapi instruksi-instruksi dalam contoh-contoh 
konkret ini sedemikian sistematis hingga kita yakin bahwa semua itu 
memang dimaksudkan untuk mengilustrasikan prosedur umum 


XW LATIHAN 


== 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, / 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Sebutkan sifat-sifat dari sistem bilangan Babilonia! 
" 19 5 
2) Tuliskan pecahan-pecahan Fr dan - dalam notasi seksagesimal dengan 
= | 
menggunakan metode Babilonia—mencari kebalikan dari penyebutnyay 
kemudian mengalikannya dengan pembilangnya. 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Sifat-sifat dari sistem bilangan Babilonia antara lain; menggunakan 
sistem bilangan posisional, meski belum sepenuhnya: menggunakan 
notasi seksagesimal (dasar 60); dan, menggunakan bentuk cuneiform 
untuk menuliskan bilangan-bilangannya 


19 5 
2) == 19(0;4)= dan == 510:20) 5 1:40 
15 3 
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Meski tidak satu pun teks dalam tablet-tablet Babilonia 
menunjukkan aturan-aturan umum, tetapi konsistensi dalam bagaimana 
permasalahan-permasalahan di sana diselesaikan menunjukkan kepada 
kita bahwa orang-orang Babilonia telah memiliki sejenis pendekatan 
teoretis terhadap matematika. Permasalahan -permasalahan itu seringkali 
tampak seperti latihan pikiran, ketimbang hanya berupa risalah survei 
atau catatan transaksi perdagangan, dan berbagai permasalahan tersebut 
mengisyaratkan suatu ketertarikan abstrak terhadap relasi-relasi numerik 
Tablet Plimpton 322 yang berasal dari periode antara 1900 S.M. dan 
1600 S.M. mengukuhkan bahwa apa yang disebut sebagai teorema 
Pythagoras ternyata telah diketahui oleh para matematikawan Babilonia 
lebih dari seribu tahun sebelum Pythagoras lahir. Bilangan pada kolom- 
kolom dalam daftar itu membentuk kaki dan hipotenusa dari sebuah 
segitiga siku-siku yang bersisi integral 


A TES FORMATIF 2 


3) 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


Bentuk cuneiform Babilonia di bawah ini dapat ditafsirkan menjadi 3 
bilangan dalam sistem desimal yang kita gunakan, Sebutkan masing- 
masingnya! 


T 
TTT <7 


Berapakah 7 dibagi oleh 2? Kerjakan dengan prosedur Babilonia! 
Jelaskan tentang Plimpton 322! 
Bandingkan matematika Babilonia dan matematika Mesir Kuno 


berdasarkan apa yang telah Anda baca sejauh ini tentang aritmetika 
mereka. 
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5) Jelaskan alasan yang mengisyaratkan kesimpulan bahwa matematika 
Babilonia, tidak seperti matematika bangsa Mesir Kuno, telah memiliki 
sebentuk pendekatan teoretis! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2 


Jumlah Jawaban yang Benar 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - [00% = baik sekali 
80 - 89% baik 
70 - 79% = cukup 
< 70% =kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 3. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang 
belum dikuasai | 
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KEGIATAN BELAJAR 93 
Matematika Yunani Kuno 


K emajuan matematika Yunani Kuno bertepatan dengan masa keemasan 
peradaban Yunani pada abad keenam S.M. (Di sisi lain, “Peradaban 
Yunani” biasanya menunjuk pada kebudayaan di Yunani yang dimulai pada 
Zaman Besi dan mengalami masa keemasan pada abad kelima dan abad 
keempat S.M.) Dari awalan sederhana oleh Kaum Pythagoras, teori bilangan 
dan geometri berkembang sedemikian pesat hingga matematika Yunani awal 
mencapai puncaknya pada karya ahli-ahli geometri hebat zaman kuno 

Euclid, Archimedes, dan Appolonius. Setelah itu, penemuan-penemuan yang 
muncul tidak lagi sangat mencolok, meski nama-nama besar seperti Cladius 
‘Ptolemy, Pappus, dan Diophantus membuktikan prestasi yang layak untuk 
dikenang dari masa ke masa. Para kontributor pelopor tadi telah sedemikian 
memeras habis kemungkinan dari matematika elementer hingga hanya 
tinggal sedikit saja kemajuan signifikan yang tersisa untuk dicapai, di luar 
apa yang kita sebut sebagai matematika Yunani, hingga abad keenam belas. 
Hal yang lebih menarik perhatian adalah fakta bahwa hampir semua karya 
matematika Yunani Kuno yang benar-benar produktif dihasilkan pada selang 
Waktu yang relatif singk: itu dari 350 sampai 200 S.M.. dan juga bukan di 


wilayah Aegea lama, melainkan di Alexandria, oleh para imigran Yunani 
pada saat dinasti Ptolemy berkuasa, 

Di dalam Kegiatan Belajar ini. lingkup kajian kita terbatas pada 
perkembangan awal matematika Yunani—khususnya terkait Thales. 
Pythagoras, dan Plato—yang diharapkan dapat mengilustrasikan sifat-sifat 
utama dari matematika Yunani Kuno. sedangkan materi perkembangan 
selanjutnya dari matematika Yunani, khususnya matematika Alexandria, 
akan disampaikan pada modul berikutnya. Namun demikian, sekarang kita 
akan lebih dahulu membahas sekilas tentang sistem bilangan Yunani Kuno. 


A. SISTEM BILANGAN YUNANI KUNO 
Pada sekitar tahun 450 S.M.. orang-orang Yunani di Ionia menggunakan 


sistem bilangan dengan lambang. Mereka melambangkan bilangan-bilangan 
dengan 24 huruf dalam abjad Yunani biasa, ditambah dengan tiga huruf 
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Phoenicia yang sudah tidak digunakan lagi (digamma untuk 6, koppa 
untuk 90, dan sampi untuk 900). Sembilan huruf pertama dalam abjad 
Yunani dikaitkan dengan bilangan dari 1 sampai 9, sembilan huruf 
berikutnya mewakili sembilan bilangan kelipatan bulat pertama dari 10, dan 
sembilan huruf terakhir digunakan sebagai sembilan bilangan kelipatan bulat 
pertama dari 100. Kedua puluh tujuh hurut tersebut dan bilangan-bilangannya 
ditampilkan di bawah ini. 


la 10 4 100 p 
2p 20 x 200 c 
3y 30 A 300 7 
46 40 u 400 0 
5E 50 v 500 4 
67 60 £ 600 x 
7¢ 70 o 700 y 
87 80 x 800 w 
98 90 P 900 Dx 


Karena sistem Ionik masih merupakan sistem jenis penjumlahan, maka 
semua bilangan dari | sampai dengan 999 dapat diwakili dengan sebanyak = 
banyaknya tiga simbol, Prinsipnya ditampilkan dengan contoh di bawah ini: 

yd = 700 + 80 4 4 = 784 

Untuk bilangan-bilangan lebih besar, skema berikut ini digunakan? 
Sebuah tanda aksen yang ditempatkan di kiri dan bawah huruf satuan 
mengalikan bilangannya dengan 1000; jadi, B mewakili bukan 2, tetapi 
2000. Puluhan ribu dituliskan dengan menggunakan sebuah huruf baru M, 
dari kata myriad (artinya, “sepuluh ribu"). Huruf M yang dituliskan di sisi 
atau di bawah simbol-simbol untuk bilangan dari | hingga 9999 
menyebabkan bilangan itu dikalikan dengan 10.000, seperti tampak dalam 
contoh berikut 


ÖM. atau M- 40.000 
PvM, atau M = 1.500.000. 


Dengan aturan-aturan tersebut, bangsa Yunani menuliskan 


THEM BPH - 3.459 144. 
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Untuk menuliskan bilangan-bilangan yang lebih besar lagi, perpangkatan 
dari 10.000 digunakan, myriad ganda MM mewakili (10.000). dan 
seterusnya. 

Simbol-simbol selalu disusun dalam urutan sama, dari kelipatan 10 
tertinggi di kiri ke yang terendah di kanan, sehingga tanda-tanda aksen 
kadang-kadang dihilangkan saat konteksnya jelas. Penggunaan huruf 
yang sama untuk ribuan dan satuan, seperti dalam 

boi: 4234, 
Memberikan huruf di sisi tangan kiri sebuah nilai tempat bersifat lokal 
Untuk membedakan makna numerik huruf-huruf dari penggunaan biasa 
dalam bahasa, orang-orang Yunani menambahkan sebuah tanda aksen di 
akhir bilangan atau ruas garis di atas bilangan tersebut. Dengan demikian. 
bilangan 1085 dapat dituliskan 
ame" atau ATE. 


Sistem bilangan ini mencapai efisiensi jauh lebih tinggi dalam hal 
penulisannya, misalnya saat dibandingkan dengan sistem penulisan bilangan 
Mesir Kuno. Bilangan dengan notasi huruf dari bangsa Yunani untuk 900 
Cukup dituliskan dengan satu huruf saja, sedangkan bangsa Mesir harus 
menuliskan lambang 9 sebanyak sembilan kali. Namun demikian, sistem 
Yunani Kuno ini menuntutkan penguasaan banyak sekali simbol dan tanda. 


B. KEMUNCULAN GEOMETRI DEMONSTRATIF: THALES DARI 
MILETUS 


Tokoh-tokoh pertama yang secara tradisional dikaitkan dengan temuan 
matematika adalah Thales dari Miletus (sekitar 625-547 S.M.) dan 
Pythagoras dari Samos (sekitar 580-500 S.M.). Thales adalah keturunan 
bangsa Phoenicia, yang lahir di Miletus. salah satu kota di lonia, pada masa 
koloni Yunani berkembang di tepian pantai Asia Minor. Dia tampaknya 
menggunakan masa awal hidupnya untuk berdagang, dan konon dalam 
perjalanannya dia mempelajari geometri dari bangsa Mesir dan astronomi 


dari bangsa Babilonia. Bagi generasi-generasi selanjutnya, Thales dikenal 
sebagai orang pertama dari Tujuh Orang Bijak Yunani, satu-satunya 
matematikawan yang sangat dihormati. Secara umum, ketujuh orang ini 
mendapatkan gelar tersebut bukan dalam peran sebagai ilmuwan, tetapi lebih 
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karena mereka adalah negarawan dan orang yang bijak dalam filsafat dan 
etika, Thales, misalnya, dikatakan sebagai pembuat pepatah, “Kenali dirimu 
sendiri,” dan ketika ditanya apa hal paling aneh yang pernah dia saksikan, dia 
menjawab “seorang raja lalim yang sudah uzur.” 

Pendapat kuno yang tidak diketahui sumbernya mengibaratkan Thales 
sebagai orang cerdas luar biasa dalam bidang politik dan perdagangan, begitu 
pula dalam bidang sains. Banyak anekdot menarik tentangnya, beberapa di 
antaranya merupakan kenyataan dan yang lainnya hanya fantasi, yang 
menggambarkan kecerdasannya. Pada suatu kesempatan, menurut 
Aristoteles, setelah tanaman zaitun beberapa tahun gagal panen, Thales 
menggunakan keahlian bidang astronominya untuk memperhitungkan bahwa 
kondisi cuaca yang baik akan tiba pada musim berikutnya. Untuk 
mengantisipasi melimpahnya hasil panen yang di luar dugaan, dia membeli 

n semua alat peras zaitun di sekitar Miletus. Saat musim panen datang, karena 
telah menguasai semua alat peras zaitun, dia dapat menentukan harga sendiri 


untuk menyewakan alat peras dan dia memperoleh keuntungan besar. Kisah 
lain menceritakan bahwa Thales, setelah membuktikan betapa mudahnya 
untuk filsuf-filsuf menjadi kaya jika mereka mau, menjual minyak zaitun 
miliknya dengan harga yang wajar. | 


Seperti telah kita pelajari, matematika bangsa Mesir secara mendasar 
merupakan suatu alat, pada bentuk kasarnya, untuk memenuhi kebutuhan- 
kebutuhan praktis. Di sisi lain, para cendikiawan Yunani menggunakan 
bahan mentah yang sangat bermanfaat ini dan menyaring dari semua itu 
prinsip-prinsip umum, sedemikian hingga ilmu pengetahuan ini menjadi lebih 
berlaku umum dan lebih dapat dipahami, serta sekaligus mengungkap banyak 
hal yang baru. Thales secara umum dihormati sebagai orang pertama yang 
memperkenalkan penggunaan bukti logis berdasarkan penalaran deduktif, 
ketimbang sekedar pada eksperimen dan intuisi untuk mendukung suatu 
argumen. Proclus (sekitar 450 M), dalam Pandangan terhadap Buku Pertama 
Elements Euclid, menyatakan 

Thales adalah orang pertama yang pergi ke Mesir dan membawa 
pulang pengetahuannya [tentang geometri) ke Yunani. Dia banyak 
menemukan proposisi olch dirinya sendiri dan mengungkapkannya 
kepada para penerusnya tentang prinsip-prinsip dasar dari banyak 
hal lainnya, dalam beberapa kasus metode-metode yang dia gunakan 
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bersifat lebih umum, sementara dalam kasus-kasus lainnya lebih 
empiris. 


Dengan mengabaikan perkara keberatan dari pandangan modern, jika 
pencapaian-pencapaian matematis yang dikaitkan dengan Thales oleh para 
sejarawan Yunani seperti Herodotus dan Proclus diterima, maka Thales 
terkait dengan proposisi-proposisi geometris yang dicantumkan di bawah ini 
l. Suatu sudut yang dilukis di dalam bangun setengah lingkaran adalah 

sudut siku-siku 
2, Sebuah lingkaran dibagi dua sama besar oleh diameternya 
3. Sudut-sudut alas dari sebuah segitiga samakaki besarnya sama. 

4. Jika dua buah garis lurus saling memotong, maka sudut-sudut yang 
bertolak belakang memiliki besar yang sama. 

5. Sisi-sisi dari segitiga yang sebangun adalah sebanding 

16. Dua segitiga disebut kongruen jika satu sisi dan dua sudut yang 
berdekatan, secara berturutan, dari kedua segitiga itu sama. 


Karena ada garis pertalian antara matematika Mesir dan Yunani, semua 
fakta yang tercatat mungkin telah dikenal juga oleh bangsa Mesir. Bagi 
mereka, pernyataan-pernyataan tersebut tidak memiliki keterkaitan, tetapi 
bagi orang-orang Yunani pernyataan-pernyataan itu merupakan awal dari 
perkembangan luar biasa dalam geometri, Sejarah konvensional dalam 
kejadian-kejadian semacam itu cenderung untuk mengaitkan sesuatu dengan 
ai penemunya. Oleh karena itu, Thales 


seseorang yang dianggapkan sebag 
secara tradisional dianggap sebagai Bapak Geometri, atau matematikawan 
pertama, Meski kita tidak yakin proposisi-proposisi mana yang 


langsung bersumber darinya, tetapi tampak jelas bahwa Thales memberikan 


kontribusi terhadap pengaturan rasional untuk geometri-—-mungkin saja 
metode deduktif. Pengembangan teorema-teorema yang begitu rapi melalui 
bukti-bukti tegas adalah sepenuhnya baru dan setelahnya menjadi ciri khas 
dari matematika Yunani. 


C. MATI 


IATIKA KAUM PYTHAGORAS 


Studi tentang bilangan-bilangan dalam bentuk abstrak dimulai pada abad 
keenam S.M. di Yunani oleh Pythagoras dan para pengikutnya. Pengetahuan 
kita tentang Pythagoras tidak banyak, dan sedikit sekali yang dapat dikatakan 
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dengan pasti. Petikan-petikan keterangan yang sampai kepada kita berasal 
dari para penulis awal yang berlomba satu sama lain untuk membuat fabel 
terkait berbagai perjalanan yang dia lakukan, kekuatan ajaib, dan 
pengajarannya. Berdasarkan estimasi terbaik, Pythagoras dilahirkan antara 
tahun 580 dan 569 S.M. di Pulau Samos wilayah kekuasaan bangsa Aegea, 
Dia meninggalkan Samos dan tidak pernah kembali lagi pada usia delapan 
belas tahun untuk belajar di Phoenicia dan Mesir, dan mungkin dia telah 


memperluas perjalanannya ke arah timur hingga ke Babilonia. 

Beberapa sumber yang tidak cukup terpercaya menyebutkan bahwa 
ketika Mesir ditaklukkan oleh oleh Raja Persia Cambyses pada tahun 525 
S.M.. Pythagoras dibawa ke Babilonia bersama tawanan perang lainnya, Para 


ahli lain mengisahkan bahwa dia mengikuti Cambyses secara su 
Pythagoras muncul kembali setelah lama berkelana (sekitar usia 50 tahun), 
dia mencari tempat yang cocok untuk mendirikan sekolah. Karena dilarang, 
oleh para penduduk Samos di bawah kekuasaan Polycrates, dia mengubah 
haluannya ke barat dan akhirnya menetap di Crotona, sebuah koloni Doria di 
selatan Italia 

Pendirian sekolah bukanlah hal yang aneh di dunia Yunani Kuno, Ciri 
mencolok dari sekolah Pythagoras adalah tujuan-tujuannya yang diarahkan 
sekaligus kepada bidang politik, filsafat, dan religi. Terdiri atas 300 aristokr 
muda, komunitas ini memiliki karakter persaudaraan atau perkumpulan 


rahasia: suatu orde yang terjalin erat di mana semua kebajikan duniawi 
dipertahankan secara bersama-sama. Sekolah tersebut mencoba secara tegas 
untuk mengatur diet dan cara hidup para anggotanya, dan memberlakukan 
metode pendidikan yang sama untuk semua. Para siswa di sana 
berkonsentrasi pada empat bidang matematika, atau empat pelajaran, yaitu 
aritmetika (aritmetik, berkaitan dengan teori bilangan sebagai lawan dari 
perhitungan), harmonia (musik), geometria (geometri), dan astrologia 
(astronomi). Empat bidang pengetahuan ini dikenal pada Zaman Pertengahan 
sebagai “quadrivium”, di mana ke dalamnya kemudian ditambahkan trivium 
logika, gramatika (tata bahasa), dan retorika—bidang-bidang yang terhubung 
dengan penggunaan bahasa, Ketujuh seni liberal ini dipandang sebagai suatu 
kebutuhan dan rangkaian mata pelajaran yang cocok bagi orang-orang 
berpendidikan. 

Pythagoras mengikuti kebiasaan para guru dari Timur, menyampaikan 
pandangan-pandangannya melalui kata-kata secara lisan, Dia barangkali tidak 
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pernah menuangkan apa pun yang diajarkannya ke dalam tulisan. Dan lebih 
jauh lagi, para anggota dari komunitasnya terikat untuk tidak 
mengungkapkan kepada orang luar apa pun yang pernah diajarkan oleh sang 
guru atau apa-apa yang ditemukan oleh orang lain dalam perkumpulan itu 
sebagai basil pengajaran sang guru. Simbol di atas mana para anggota 
komunitas Pythagoras menyuarakan sumpah mereka adalah “tectractys”, atau 
empat unsur suci: api, air, udara, dan bumi (tanah). Tectractys ini diwakili 
secara geometris oleh sebuah segitiga samasisi yang tersusun oleh 10 titik, 
dan secara aritmetik oleh bilangan 14 243 445 10 


. . . . 
Gambar 3.6: 
Tectractys pengikut Pythagoras 


Menurut penulis dan satiris Yunani Lucian (120-180 M), Pythagoras 
meminta seseorang untuk berhitung: ketika orang itu sampai di bilangan 4. 
Pythagoras memotong, “Kamu lihat? Yang kamu pandang sebagai 4 adalah 
10, sebuah segitiga sempurna dan sumpah kita.” Seperti para pemuja misteri 
saat itu, kaum Pythagoras memiliki upacara-upacara, ritual, dan larangan. 


Mereka menolak, misalnya. untuk minum anggur, dan mereka bertekad untuk 
menjalani hidup dengan kebajikan, terutama persaudaraan. Bintang berujung 
lima, atau pentagram, digunakan sebagai simbol supaya anggota-anggotu 
persaudaraan dapat mengenali satu sama lain 

Apa yang membedakan pengikut Pythagoras dari sekte-sekte lain adalah 
filsafatnya bahwa “pengetahuan adalah pemurnian terbesar,” dan bagi 
mereka, pengetahuan itu adalah matematika. Sebelum dan bahkan sesudah 
masa mereka, matematika tidak pernah sedemikian penting dalam kehidupan 
dan religi sebagaimana bagi pengikut Pythagoras. Di dalam inti pemahaman 
mereka tentang segalanya adalah keyakinan bahwa terdapat sejenis realitas 
operatif di belakang fenomena alam, dan bahwa melalui kehendak dari sang 
arsitek mahahebat ini, maka semesta ini tercipta—bahwa di balik 
keserbaragaman dan kekacauan yang tampak dari dunia di sekitar kita 
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terdapat kesederhanaan dan keseimbangan bersifat fundamental yang 
mungkin untuk terungkapkan oleh penalaran akal dan pikiran. Mereka 
selanjutnya berteori bahwa se bersifat lahir maupun batin, 
telah diberi bagian bilangan dan bentuknya masing-masing. dengan 
pemahaman dasar bahwa “Segala sesuatu adalah bilangan,” (“Bilangan” yang 
dimaksud adalah bilangan bulat positif.) Semua ini berpuncak pada ga: 


la sesuatu y: 


san 


bahwa tanpa bantuan matematika, suatu pemahaman rasional tentang prinsip- 
g berlaku di alam semesta ini akan mustahil untuk kita 
dapatkan. Aristoteles menulis dalam Metafisika: 


prinsip dasar y 


Kaum Pythagoras ... mencurahkan diri mereka pada matematika; mereka 


adalah orang-orang pertama yang mengembangkan studi ini dan 
memasukkan pemikiran mereka ke dalamnya di mana prinsip-prinsip 
dari studi tersebut merupakan prinsip-prinsip dari semua hal. 


Tentang Pythagoras sendiri, kita diberi keterangan oleh penulis sejarah 
lainnya, “Dia tampaknya melampirkan label sangat penting pada studi 
aritmetika, yang dia kembangkan dan dia keluarkan dari wilayah kegunaar 
komersial.” 

Dari pandangan lebih lanjut, dokwin yang dianut pengikut Pythagora: 
terlihat seperti campuran dari filsafat kosmik dan kemistisan bilangan, sejenig 
supernumerologi yang diterapkan pada segala sesuatu yang secara materia 
atau spiritual merupakan bilangan bulat tertentu. Kaum Pyihagorak 
menyandangkan pemaknaan tertentu terhadap bilangan, misalnya, 1 mewakili 
penalaran akal, karena penalaran dapat menghasilkan hanya satu kumpulan 
kebenaran yang konsisten: 2 mewakili laki-laki, dan 3 mewakili wanita, 4 
adalah lambang kaum Pythagoras untuk keadilan, karena bilangan tersebut 
adalah bilangan pertama yang merupakan hasilkali dari dua bilangan yang 
sama: 5 identik dengan pernikahan, terbentuk dari gabungan 2 dan 3, 6 
adalah bilangan penciptaan, dan sebagainya 

Meski spekulasi-spekulasi tentang bilangan sebagai model dari “hal-hal” 
seperti itu mungkin saja sekarang dipandang bersifat terlalu dibuat-buat dan 
khayalan sem tetapi satu hal yang perlu diingat adalah bahwa kaum 
intelektual pada masa Yunani Klasik sangat tertarik kepada filsafat dan, 
karena memiliki ketertarikan intelektual, mereka jugalah yang telah 
meletakkan fondasi-fondasi untuk matematika sebagai sebuah sistem 


pemikiran. Bagi Pythagoras dan para pengikutnya. matematika terutama 
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merupakan suatu cara untuk mencapai tujuan, suatu tujuan akhir di mana roh 
manusia dimuliakan melalui renungan mistis tentang kebaikan dan 
keindahan. Barulah setelah sekolah Alexandria kita didirikan, kita memasuki 
fase baru di mana matematika dijadikan sebagai latihan intelektual yang 
dipelajari untuk tujuan matematika itu sendiri, lepas dari aplikasi-aplikasi 
utilitarian. 

Meski kaum Pythagoras pada awalnya mempelajari bilangan-bilangan 
lebih sebagai apa-apa yang diwakilinya daripada sebagai bilangan-bilan gan 
itu sendiri, tetapi mereka tertuntun untuk mengenali semua sifat aritmetik 


yang baru. Penjelasan yang terperinci yang sampai kepada kita tentang 
aritmetika Pythagoras dan beberapa penerus setelahnya terdapat dalam 
Introductio Arithmeticae karya Nicomachus dari Gerasa (sekitar 100 M). 
Seperti telah kita kaji, pada sekitar tahun 450 S.M.. orang-orang Yunani 
menggunakan notasi abjad untuk mewakili bilangan-bilangan. Namun 
demikian, sepertinya kaum Pythagoras awal tidak memiliki simbol bilangan 
apapun, sehingga mereka harus memikirkan bilangan dengan cara visual 
Wang tegas, baik dengan cara menempatkan manik-manik di atas pasir atau 
titik-titik pada pola-pola geometris tertentu. Karenanya, bilangan-bilangan 
ketika itu diklasifikasikan sebagai bilangan-bilangan segitiga, persegi. 
Segilima, dan seterusnya, berdasarkan bentuk-bentuk yang dibuat melalui 
(pengaturan titik-titik tersebut. Bilangan-bilangan yang dapat diwakili oleh 
bentuk-bentuk geometris pada masa sekarang disebut bilangan figuratif. atau 
bilangan poligonal: dan bilangan-bilangan itu dimasukkan pula oleh 
Nicomachus ke dalam Introductio. Pythagoras sendiri sekurang-kurangnya 
mengenal bilangan segitiga, dan mungkin pula bilangan-bilangan kuadrat, 
bilangan-bilangan poligonal lainnya dikaji oleh para anggota 


sedangka 
alirannya di kemudian hari. 

Bilangan-bilangan 1. 3, 6, dan 10 adalah contoh dari bilangan segitiga, 
karena masing-masing bilangan tersebut memiliki jumlah titik yang dapat 


disusun secara rata dalam sebuah segitiga samasisi. Serupa demikian, 
bilangan-bilangan 1, 4, 9, dan 16 disebut sebagai bilangan-bilangan kuadrat, 
karena jika diwakili dengan titik-titik dan disusun, bilangan-bilangan tersebut 
dapat membentuk persegi 

Meski Nicomachus tidak menyumbangkan hasil-hasil matematika 
signifikan yang baru, tetapi buku tersebut dipandang penting sebagai kerja 
sistematis pertama yang membahas aritmetika secara lepas dari geometri 
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Meski tidak cukup kaya dalam segi keaslian dan muatan matematika, tetapi 
Introductio Arithmeticae telah menjadi buku teks terdepan di dunia Barat 
Latin sejak buku itu ditulis hingga tahun 1500-an. Dunia Arab juga 
berkenalan dengan aritmetika Yunani melalui terjemahan buku Introduetio 
oleh Thabit-ibn-Korra pada abad kesembilan Masehi. 


D. AKADEMI PLATO 


Di dalam Dialogues karya Plato dikisahkan bahwa Hippias menyebut 
Athena sebagai “pusat dari kebijaksanaan Yunani” yang memiliki reputasi 
kecendikiaan yang berhasil menarik pelajar-pelajar dari wilayah yang dekat 
maupun jauh. Di antara sekolah-sekolah baru yang paling populer di Athena 
adalah Akademi Plato, yang salah satu siswanya adalah Aristoteles, Sebagai 


murid dari Socrates, Plato (429-348 S.M.) menganggap bahwa meninggalkan, 
Athena adalah jalan yang bijak setelah sang guru dihukum mati dengari 
meminum racun, Selama belasan tahun, dia melakukan perjalanan di dunia 
Mediterania, berhenti di Mesir. Sicilia, dan selatan Italia. Di Italia, Plato 
menjadi akrab dengan “ajaran kaum Pythagoras, yang mungkin 
menjadi sebagian penjelasan tentang apresiasinya terhadap nilai universal 


atematika. Dalam perjalanannya kembali menuju Yunani, dia dijual 
sebagai budak oleh kapten kapal yang dia tumpangi tetapi segera ditebus oleh 


dari 


teman-temannya. Sekitar tahun 387 S.M., Plato kembali ke kota asalnya! 
untuk menegaskan dirinya sebagai seorang filsuf, 

Di hutan belantara pinggiran kota Athena, Plato mendirikan sebuah 
sekolah g nantinya menjadi nenek moyang semangat institusi-institusi 
Barat dalam pendidikan tinggi. Tanah tersebut awalnya adalah milik 
pahlawan Academos, sehingga tempat itu diberi nama Academy, Dengan 
mengikuti kebiasaan pada zaman itu, pengakuan legal diperoleh dengan 
menjadikan Akademi sebagai perkumpulan religius. yang didekasikan untuk 
menyembah para Muses. Oleh karena itu, di sana dibangun kuil-kuil sebagai 
persembahan bagi mereka. Akademi menjadi pusat intelektual Yunani selama 
900 tahun, hingga akhirnya ditutup secara permanen oleh Kaisar Justinjan 
pada tahun 529 M, dengan dalih bahwa tempat itu hanya digunakan sebagai 
tempat menyembah berhala dan tempat belajar para penjahat. 

Berkat Plato-lah matematika meraih tempat dalam pendidikan tinggi 
seperti sekarang. Dia teguh meyakini bahwa studi matematika memberikan 
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latihan terbaik bagi pikiran dan sangat diperlukan oleh para filsuf dan mereka 
yang akan mampu memerintah negara secara ideal. Karena Plato 
mengharapkan murid-murid yang ingin diterima pada Akademi memiliki 
dasar yang kuat dalam geometri, maka dia mencantumkan pesan peringatan 
di gerbang Akademi tersebut, bertuliskan: “Barangsiapa awal geometri 
dilarang masuk.” Berbeda dari kaum Sophist yang memandang rendah 
pengajaran konsep-konsep abstrak dari ilmuwan, Plato memberikan tempat 
khusus bagi matematika dalam kurikulum di Akademi. Nilai penting 
pelatihan aritmetik, dalam pandangannya, adalah bahwa “aritmetika memiliki 
efek sangat hebat dan meninggikan, memaksa pemikiran kita untuk bernalar 
tentang bilangan abstrak.” Dalam membicarakan keutamaan matematika, 
Plato tentu saja mendukung perkara matematika murni, bila dibandingkan, 
dia memandang bahwa kegunaan praktisnya tidak penting, Plato sedemikian 
idak mendukung matematika terapan hingga dia memprotes penggunaan 
Instrumen-instrumen mekanis dalam geometri, membatasi geometri pada 


'bentuk-bentuk yang dapat digambar dengan menggunakan penggaris dan 
Jangka saja. 

Plato dikenal terutama sebagai filsuf daripada sebagai matematikawan. 
Pada sepanjang perkembangan matematika, tidak diketahui kontribusi apa 
pun yang telah Plato berikan untuk matematika, tetapi sebagai orang yang 
menginspirasi dan mengarahkan para peneliti, dia berperan penting seperti 
Ilmuwan lain sezamannya. Menurut komentator Yunani Proclus: 

Plato ... menyebabkan matematika pada umumnya, dan geometri 
khususnya, untuk mencapai kemajuan-kemajuan besar, karena 
semangat kerjanya yang terkenal untuk matematika, karena dia 
memenuhi tulisan-tulisannya dengan wacana-wacana matematis, 
dan pada tiap kesempatan dia menunjukkan hubungan penting 
antara matematika dan filsafat. 
Kebanyakan perkembangan matematika selama pertengahan abad keempat 
S.M. dibuat oleh beberapa teman dan murid Plato. Proclus, setelah 
memberikan daftar nama-nama mereka yang telah berkontribusi bagi 
matematika pada waktu itu, melanjutkan, “Mereka semua sering 
mengunjungi Akademi dan melakukan penelitian secara bersama-sama." 
Peran Plato juga terlihat dari meningkatnya perhatian yang diberikan 
terhadap bukti dan metodologi penalaran: definisi-definisi yang akurat 
dirumuskan, hipotesis-hipotesis diuraikan secara jelas, dan keketatan logis 
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dituntutkan. Warisan kolektif ini membuka jalan bagi sistematisasi luar biasa 
dari matematika dalam Elements karya Euclid 
Sekitar 300 S.M.. Akademi Plato menemukan saingannya, Museum, 
yang didirikan oleh Ptolemy 1 di Alexandria untuk tujuan pengajaran dan 
penelitian. Sebagian besar matematikawan dan ilmuwan berkemampuan 
tinggi meninggalkan Athena dan pindah ke Alexandria. Meski pusat utama 
matematika telah berpindah, keturunan langsung Akademi Plato 
mempertahankan keunggulan mereka dalam bidang filsafat sampai pada 
masa Kaisar Justinian menutup sekolah-sekolah yang mengajarkan filsafat di 
Athena, berdasarkan keputusan bahwa hanya sekolah-sekolah beraliran 
yang dapat menyelenggarakan pengajaran, Edward Gibbon, dalam 
The Decline and Fall of the Roman Empire, memandang undang-undang 
Justinian pada tahun 529 M sebagai kematian perlahan-lahan dari kekunoan 
klasik, bukti keberhasilan Justinian dalam membasmi pengajaran bagi para 
penyembah dewa. Setelah tahun 529 M, institusi pendidikan ting ; 
telah Plato bangun tidak lagi digunakan sebagai instrumen pendidikan al 
Yunani. 


ortodoks 


E. TINJAUAN SIFAT MATEMATIKA YU 


NI KUNO 


Bangsa Yunani menjadikan matematika satu disiplin ilmu, yang 
mentransformasikan beragam kumpulan aturan perhitungan empiris ke dalant 
kesatuan yang teratur dan sistematis, Meski mereka secara sederhana 
mewarisi akumulasi pengetahuan bangsa Timur, orang-orang Yunani 
memiliki cara sendiri untuk menjadikan matematika lebih besar, lebih 
abstrak, dan menjadi lebih rasional dibandingkan apa pun yang 
mendahuluinya. Pada masa Mesir Kuno dan Babilonia, matematika telah 
ditanamkan terutama sebagai alat, baik untuk penggunaan praktis maupun 
sebagai bagian dari pengetahuan istimewa yang cocok untuk para penulis 
yang memiliki hak istimewa. Matematika Yunani, di sisi lain, tampaknya 
menjadi bidang intelektual yang tidak terbatas pada ahlinya saja, 

Kebiasaan terkait berpikir abstrak yang dimiliki para pemikir Yunani 
adalah yang membedakan mereka dari para pemikir sebelumnya; perhatian 


mereka bukan pada, misalnya, ladang-ladang gandum berbentuk segitiga. 
tetapi pada “segitiga-segitiga” dan karakteristik-karakteristik yang menyertai 
“kesegitigaan”, Pilihan untuk konsep abstrak ini dapat terlihat pada perilaku 
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dari kebudayaan-kebudayaan berbeda dalam memperlakukan bilangan V2 
Bangsa Babilonia telah menghitung nilai aproksimasinya dengan keakuratan 
tinggi, tetapi bangsa Yunani membuktikan bahwa V2 adalah bilangan 
irrasional 

Gagasan pencarian pengetahuan untuk hal tersebut hampir benar-benar 


gi peradaban Timur yang lebih tua, sehingga dalam penerapan 
penalaran pada matematika, bangsa Yunani benar-benar mengubah sifat dari 
subjek tersebut. Prasasti Plato pada gerbang Akademi, “Barang siapa awam 
geometri dilarang masuk,” bukanlah peringatan dari seseoran g eksentrik 
tetapi lebih kepada penghargaan terhadap keyakinan bangsa Yunani bahwa 
melalui semangat penelitian dan logika yang tegas seseorang dapat 
memahami tempat orang lain dalam semesta yang teratur ini. 

Semua sejarah didasarkan pada dokumen-dokumen tertulis. Namun 
Wemikian, meski dokumentasi terkait matematika bangsa Mesir Kuno dan 


Babilonia seringkali sangat tepat, ternyata sumber-sumber utama yang dapat 
memberikan gambaran jelas bagi kita tentang perkembangan awal 
matematika Yunani sangatlah sedikit. Secara umum, matematika Yunani 
diketahui berkembang oleh serangkaian matematikawan antara lain Thales, 
Pythagoras, Nicomachus, Theon, Eudoxus, Hippocrates, Hippias, Euclid, 
Eratosthenes, Claudius Ptolemy. Archimedes, Apollonius, dan Diophantus. 


KA LATIHAN 


== 
== 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di a 


kerjakanlah latihan berikut! 


1) Tuliskan bilangan-bilangan berikut ini dalam sistem Tonik: 
(a) 5234 (b) 70.000 (e) 1.347.295 


2) Jelaskan perbedaan antara bangsa Mesir Kuno dan Yunani Kuno dalam 
menggunakan dan memperlakukan matematika! 

3) Jelaskan beberapa ciri dari sekolah atau aliran yang didirikan oleh 
Pythagoras! 
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Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Bilangan-bilangan tersebut dalam sistem Tonik adalah 


(a) ,eaAd (b) M (c) Mo?e 


2) Bangsa Mesir Kuno secara mendasar menggunakan pengetahuan 
matematis sebagai suatu alat, pada bentuk kasarnya, untuk memenuhi 
kebutuhan-kebutuhan praktis. Di sisi lain, para cendikiawan Yunani 
menggunakan bahan mentah yang sangat bermanfaat ini dan menyaring 


darinya prinsip-prinsip umum, sedemikian hingga ia menjadi lebih 
berlaku umum dan lebih dapat dipahami, serta sekaligus mengungkap 


banyak hal yang baru 


3) Ciri-ciri dari sekolah atau aliran Pythagoras antara lain: diarahkar 
sekaligus kepada bidang politik, filsafat, dan religi; memiliki karakter 
persaudaraan atau perkumpulan rahasia, mengatur diet dan cara hidup 
para anggotanya; memberlakukan mètode pendidikan yang sama untuk 
semua; dan, berkonsentrasi pada empat bidang matematika, yaitu 
aritmetika, harmonia. gcometria, dan astrologia 

55A 


= RANGKUMAN 


= 


Dengan bercirikan penerapan penalaran, bangsa Yunani menjadikan 
matematika satu disiplin ilmu yang mentransformasikan beragam 
kumpulan aturan perhitungan empiris ke dalam kesatuan yang teratur 
dan sistematis. 

Pythagoras berpandangan bahwa terdapat sejenis realitas operatif di 
belakang fenomena alam, dan bahwa melalui kehendak sang arsitek 
maha hebat ini maka alam semesta tercipta; bahwa di balik keserba- 
ragaman dan kekacauan yang tampak dari dunia di sekitar kita terdapat 
kesederhanaan dan keseimbangan bersifat fundamental yang mungkin 
untuk terungkapkan oleh penalaran akal dan pikiran. Segala sesuatu, 
yang bersifat lahir maupun batin, telah diberi bagian bilangannya sendiri 
(dalam pemaknaan Pythagoras. yaitu bilangan-bilangan bulat) dan 
bentuknya masing-masing. 
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ZF TES FORMATIF 3 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Jelaskan ciri-ciri dari matematika Yunani yang berbeda dari matematika 
peradaban-peradaban yang lebih awal. misalnya Mesir Kuno dan 
Babilonia. 


2) Sebutkan dua tokoh yang secara tradisional disebut sebugai penemu- 
penemu awal dalam matematika Yunani Kuno beserta kontribusi mereka 
masing-masing 


3) Jelaskan makna dari “Segala sesuatu adalah bilangan” dari sudut 
pandang para pengikut aliran Pythagoras! 


4) Jelaskan peran Plato bagi matematika Yunani! 


$) Kebiasan berpikir abstrak dan penerapan penalaran pada matematika 
oleh bangsa Yunani membuat matematika mereka berbeda dari 
matematika peradaban-peradaban yang mendahuluinya. Jelaskan 


kecenderungan tersebut sehubungan dengan segitiga dan V 2 ! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 3 y 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 3 


wg Jumlah Jawaban yang Benar , 
Tingkat penguasaan = x 10094 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% =cukup 
<70% = kurang 
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Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan modul selanjutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 3, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 


pe 
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Kunci Jawaban Tes Formatif 


Tes Formatif 1 


4) 


Aristoteles berpendapat bahwa sains-sains matematis berasal dari 
kawasan Mesir, karena di sana kaum sekelas pendeta memiliki waktu 
luang yang cukup, yang mereka curahkan untuk menguasai berbagai 
ilmu pengetahuan. Di sisi lain, terdapat suatu pandangan berbeda bahwa 
matematika muncul karena adanya kebutuhan-kebutuhan praktis. 
Peradaban Mesir membutuhkan aritmetika sederhana untuk melakukan 
transaksi dalam kegiatan berdagang dan untuk menentukan pungutan 
pajak oleh pemerintah terhadap penduduknya, serta juga untuk 
menentukan bunga pinjaman, besarnya gaji, dan untuk menyusun 
kalender kerja 

Karya ini ditulis oleh para ilmuwan terpilih yang ikut serta dalam inyasi 
Napoleon ke Mesir. Ia dituliskan dalam 9 seri teks folio dan 12 seri teks 
lempengan, yang diterbitkan selama lebih dari 25 tahun, Teks itu sendiri 
dibagi menjadi empat bagian yang secara berturutan membahas tentang 
peradaban Mesir, monumen-monumen yang mereka bangun, Mesir 
modern, dan sejarah alamnya. Tidak pernah ada sebelumnya catatan 
yang dibuat tentang suatu negara asing dengan sedemikian lengkap, 
akurat, dan cepat, serta dibuat pada kondisi yang begitu sulit 

Nama Papirus Rhind diambil dari nama orang yang terakhir 
memilikinya, A. Henry Rhind. Papirus ini ditulis dalam naskah hieratik 
(sekitar 1650 S.M. oleh seorang penulis bernama Ahmes. Papirus 
tersebut bentuk aslinya merupakan gulungan sepanjang 18 kaki dan 
tinggi 13 inci, tetapi ia tiba di Museum Inggris dalam dua bagian, 
sedangkan bagian tengahnya hilang. Bagian yang hilang ini pernah 
disimpan oleh Edwin Smith, seorang Egiptolog asal Amerika. sampai 
akhir hayatnya. Papirus Rhind yang lengkap berisi naskah matematika 
bangsa Mesir. Papirus Rhind saat ini dipelihara di Museum Inggris, 
Naskah-naskah itu hanya merupakan kumpulan permasalahan praktis 


dari persoalan-persoalan terkait perdagangan dan transaksi administratif 
Pengajaran sem perhitungan muncul sebagai unsur utama dalam 
permasalahan-permasalahan tersebut. Segala sesuatu dinyatakan dalam 
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istilah-istilah bilangan khusus, dan tidak terdapat jejak dari apa pun yang 
pantas disebut sebagai teorema atau aturan umum dari suatu prosedur. 

5) Peradaban Mesir Kuno hanya menggunakan pecahan-pecahan yang 
berpembilang satu, sehingga perhitungan-perhitungan yang paling 
sederhana sekalipun menjadi lamban dan sulit untuk dilakukan. Ini telah 
menjadi penghambat bagi prosedur-prosedur numerik. 


Tes Formatif 2 


1) Bentuk tersebut dapat ditafsirkan menjadi 
(a) 3-604 125192 
(b) 3-6 + 12 -60= 11520 


2 
(© atau bahkan, 34 — = 
60 


wie 


1) Dalam prosedur Babilonia, 7 dibagi 2 adalah mengalikan kebalikan 2D 
dengan 7: 
: 1 
7(0;30) = 0:210 = 3:30. Ini adalah notasi seksagesimal untuk 3 = 


2) Plimpton 322 adalah tablet tanah liat yang terdaftar sebagai katalog 
nomor 322 dalam koleksi G. A. Plimpton di Universitas Columbia. 14 
berhasil diuraikan oleh Neugebauer dan Sachs pada tahun 1945, Tablet 
ini ditulis dalam tulisan Babilonia Lama, yang bertanggal antara 1900 
S.M. dan 1600 S.M. Analisis dari kumpulan daftar angka-angka yang 
luar biasa ini mengukuhkan bahwa apa yang disebut sebagai teorema 
Pythagoras ternyata telah diketahui oleh para matematikawan Babilonia 
lebih dari seribu tahun sebelum Pythagoras lahir 

3) Bangsa Babilonia menggunakan sistem bilangan dengan notasi 
seksagesimal yang memungkinkan mereka untuk berhitung dengan 
pecahan-pecahan semudah mereka mengerjakan bilangan-bilangan bulat, 
dan membawa mereka kepada aljabar yang sangat maju. Hal ini mustahil 
bagi bangsa Mesir, bagi mereka tiap operasi yang berkaitan dengan 
pecahan harus melibatkan begitu banyak pecahan satuan, sehingga uap 
pembagian yang dilakukan menimbulkan permasalahan yang sukar 

4) Meski tidak satu pun dari teks-teks yang terkandung dalam tablet-tablet 
Babilonia mencantumkan aturan umum, tetapi konsistensi dalam 
bagaimana berbagai permasalahan diselesaikan menunjukkan bahwa 
mereka telah memiliki sejenis pendekatan teoretis terhadap matematika. 
Permasalahan-permasalahan itu seringkali tampak seperti latihan pikiran, 
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Te 


4) 


s 


tidak hanya berupa risalah survei atau catatan transaksi perdagangan. 
Hal-hal tersebut mengisyaratkan suatu ketertarikan abstrak terhadap 
relasi-relasi numerik. 


Formatif 3 


Bangsa Yunani menjadikan matematika satu disiplin ilmu, yang 
mentransformasikan beragam kumpulan aturan perhitungan empiris ke 
dalam kesatuan yang teratur dan sistematis. Dengan penerapan 
penalaran, mereka menjadikan matematika lebih besar, lebih abstrak, dan 
lebih rasional dibandingkan matematika dari peradaban-peradaban lain 
yang mendahuluinya 

Thales dari Miletus (sekitar 625-547 S.M.). Dia mempelajari matematika 
di Mesir dan membawa pengetahuannya ke Yunani, kemudian dia 
memberikan kontribusi bagi pengaturan rasional dalam geometri— 
mungkin saja metode deduktif. Thales dipandang sebagai Bapak 
Geometri Yunani. 

was dari Samos (sekitar 580-500 S.M.). Orang pertama yang 
megembangkan teori tentang bilangan dalam matematika Yunani 
Terdapat sejenis realitas operatif di belakang fenomena alam, dan bahwa 
melalui kehendak dari sang arsitek mahahebat ini, maka semesta ini 
tercipta—bahwa di balik keserbaragaman dan kekacauan yang tampak 
dari dunia di sekitar kita terdapat kesederhanaan dan keseimbangan 
fundamental yang mungkin untuk diungkap oleh penalaran akal dan 
pikiran. Segala sesuatu yang bersifat lahir maupun batin, telah diberi 


bagian bilangan dan bentuknya masing-masing. Namun demikian, 
“bilangan” yang mereka maksudkan adalah bilangan bulat positif 

Plato dikenal terutama sebagai filsuf daripada sebagai matematikawan. 
Peran penting Plato dalam matematika Yunani tampak dari 
meningkatnya perhatian yang diberikan terhadap bukti dan metodologi 
penalaran; definisi-definisi yang akurat dirumuskan, hipotesis-hipotesis 
diuraikan secara jelas, dan keketatan logis dituntutkan. Dalam hal ini. 
Plato telah mengangkat nilai “matematika murni”, Warisan kolektif ini 
membuka jalan bagi sistematisasi luar biasa dari matematika dalam 
Elements karya Euclid. 
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5) Perhatian para pemikir Yunani bukan pada, misalnya, ladang-ladang 


gandum berbentuk segitiga, tetapi pada “segitiga-segitiga” dan 
karakteristik-karakteristik yang menyertai “kesegitigaan”. Pilihan untuk 
konsep abstrak dan penalaran juga tampak dari bagaimana mereka 
memperlakukan V2 Bangsa Babilonia telah menghitung nilai 
aproksimasinya dengan keakuratan tinggi, tetapi bangsa Yunani 


membuktikan bahwa y2 adalah bilangan irrasional. 
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Matematika Alexandria 


Prof. Dr. Wahyudin, M.Si. 
== PENDAHULUAN 


i ibukota wilayah kekuasaannya di Alexandria, terletak di muara Sungai 

Nil, Ptolemy membangun sebuah institusi belajar yang agung—gerbang 
utamanya berhiaskan patung-patung Muses, para dewi penjaga seni dan ilmu 
pengetahuan. Karena patung tersebut, institusi ini kemudian dikenal sebagai 
Muscum Alexandria, di mana aspek-aspek penelitian dan pengajaran dari 
universitas digabungkan dengan kegiatan-kegiatan yang kita kaitkan dengan 
Museum-museum masi kini. Museum Alexandria juga adalah sebuali 
institusi yang ditunjang negara, pada awalnya oleh raja-raja dari dinasti 
Ptolemy dan selanjutnya, setelah Romawi menaklukkan Mesir, oleh bantuan 
dari kaisar Romawi sendiri. 


Museum Alexandria memiliki taman botani, kebun binatang. dan 
perpustakaan, yang selanjutnya menjadi bagian paling terkenalnya Bahkan, 
kebanyakan orang membicarakan Perpustakaan Alexandria dan lupa bahwa 
ia merupakan bagian dari institusi yang lebih besar, Salah satu tujuan dari 
perpustakaan di Museum tampaknya adalah mengumpulkan segala sesuatu 
yang telah ditulis dalam bahasa Yunani, mulai dari naskah paling kuno 
hingga naskah terbaru, Pada suatu waktu, perpustakaan tersebut dapat 
menampung setengah juta papirus. Dikisahkan bahwa untuk menambah 
koleksi papirusnya, perahu-perahu yang memasuki pelabuhan Alexandria 
harus menjual naskah-naskah mereka kepada perpustakaan. atau mengizinkan 
perpustakaan untuk membawanya sementara untuk disalin: setelah selesai, 


salinan-salinan diberikan kepada para pemilik naskah aslinya. Perpustakaan 
di Museum Alexandria terus berkembang sedemikian besar hingga bangunan 
perpustakaan tambahan dibangun di Kuil Sarapis di dekatnya pada tahun 235 
S.M 

Pusat pembelajaran Museum di Alexandria telah menghasilkan banyak 
ilmuwan yang kemudian berkontribusi sangat penting bagi perkembangan 
matematika selama berabad-abad, seperti Euclid, Eratosthenes, Archimedes, 
Appolonius. Claudius Ptolemy, dan Diophantus. Dari semua ilmuwan 
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tersebut, Euclid (sekitar 300 S.M.) berada pada jajaran istimewa. Generasi 
selanjutnya hingga kini mengabadikan dirinya sebagai sang penulis Elements 
of Geometry, risalah matematika tertua dari bangsa Yunani yang sampai 
kepada kita secara lengkap. Selama lebih dari dua ribu tahun, Euclid telah 
menjadi duta kehormatan geometri Yunani. Generasi demi generasi 
memandang karya ini sebagai puncak dan mahkota dari logika. Meski 
ternyata Elements bukanlah suatu model yang sempurna bagi penalaran 


matematis, karena kajian kritis telah mengungkap banyak kekeliruan dalam 
struktur logisnya, tetapi karya tersebut tetap merupakan prestasi luar biasa, 
satu langkah raksasa yang menandai awal dari matematika aksiomatik 

Di dalam modul ini, pada Kegiatan Belajar 1, kita akan lebih dahulu 
membahas tentang pusat pembelajaran Museum di Alexandria, Euclid dan 
tinjauan sekilas mengenai karya-karyanya, terutama Elements of Geometry 
Pada Kegiatan Belajar 2, kita akan mengkaji secara singkat tentang sejarah 
dan kontribusi penting dari beberapa tokoh matematikawan Yunani: 
Eratosthenes, Claudius Ptolemy, Archimedes, dan Appolonius, serta 
Diophantus—salah satu tokoh penting terakhir dari masa keemasan 
matematika Yunani. 

Setelah menyelesaikan modul ini, Anda diharapkan memiliki berbagai 
kemampuan sebagai berikut 
|. menjelaskan tentang Museum Alexandria: 
menjelaskan gambaran umum Elements karya Euclid; 
menjelaskan tentang beberapa tokoh penting dari matematika 


w WI 


Alexandria; 
4. menjelaskan tentang kontribusi beberapa tokoh penting matematika 
Alexandria bagi perkembangan matematika 
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ada sekitar akhir abad keempat S.M., pusat kegiatan matematika 
berpindah dari Yunani ke Mesir. Pertempuran Chacronea, yang 
dimenangkan oleh Philip dari Macedonia pada tahun 338 S.M., menjadi saksi 
pudarnya kebebasan Yunani dan runtuhnya kecerdasan pikiran produktif di 


sana. Dua tahun kemudian, Philip dibunuh oleh seorang bangsawan yang 


tidak puas atas kekuasaannya, dan selanjutnya pemerintahan Yunani 
diteruskan oleh puteranya yang berusia 20 tahun, Alexander Agung. Raja 
muda ini berhasil menaklukkan sebagian besar dunia yang dikenal ketika itu 
dengan hanya memerlukan waktu 12 tahun, mulai dari 334 S.M. hingga 
wafatnya pada tahun 323 S.M., saat dia baru berusia 33 tahun. Karend 
pasukannya didominasi orang Yunani, maka dia menyebarkan kebuda 
Yunani di sebagian besar wilayah Timur Dekat. Apa yang selanjutnya terjadi 
adalah lembaran baru dalam sejarah, dikenal sebagai Zaman Hellenistik, 


yang berlangsung selama tiga abad, sampai berdirinya Kekaisaran Romawi 
A. PUSAT PEMBELAJARAN MUSEUM DI ALEXANDRIA 


Monumen besar dari kehebatan Alexander Agung di Mesir adalah 
sebuah kota yang masih menggunakan namanya, Alexandria. Saat merebut 
dan menghancurkan pelabuhan-pelabuhan bangsa Phoenicia pada penaklukan 
Mediterania Timur, Alexander secara cepat melihat potensi daerah itu 
sebagai kota maritim baru di dekat muara barat Sungai Nil. 

Setelah Alexander wafat, salah satu jenderalnya yang bernama Ptolemy 
menjadi gubernur di Mesir dan menyelesaikan pembangunan Alexandria 
Kota tersebut memiliki keuntungan sebagai pelabuhan besar dan menjadi 
dermaga bagi 1200 kapal, sehingga ia dapat disebut sebagai persinggahan 
pusat perdagangan dunia—titik pertemuan perdagangan Asia, Afrika, dan 
Eropa, Alexandria segera menjadi cemerlang dan jauh melebihi Athena, yang 
statusnya telah turun menjadi kota provinsi yang miskin, Selama hampir 
seribu tahun Alexandria menjadi pusat kebudayaan Hellenistik dan 
berkembang pada masa-masa belakangan dari dinasti Prolemy menjadi 
sebuah kota sangat besar dengan jumlah penduduk sekitar satu juta orang. 
Setelah dikuasai oleh bangsa Arab pada tahun 641 M, pembangunan Kairo 
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pada tahun 969 M, dan penemuan rute pelayaran yang melalui Tanjung 
Harapan, Alexandria menjadi tersisihkan, dan pada saat ekspedisi Napoleon 
tiba di sana. populasinya telah berkurang hingga tinggal 4000 orang saja. 


Dinasti Ptolemy awal mencurahkan diri untuk menjadikan Alexandria 
sebagai pusat kehidupan intelektual bagi seluruh kawasan timur Mediterania. 
Di sini mereka membangun sebuah pusat pembelajaran yang besar bernama 
Museum (berarti kursi Muses, 9 dewi dalam mitologi Yunani), pelopor 
universitas modern, Para cendikiawan terdepan pada masa ttu—ilmuwan. 
penyair, seniman, dan penulis—berdatangan ke Alexandria melalui undangan 


istimewa dari dinasti Ptolemy, yang menawarkan keramah-tamahan selama 


mereka mau tinggal di sana. Di Museum, mereka memiliki waktu luang 
untuk menyelenggarakan studi, memiliki akses ke perpustakaan-perpustakaan 
terbaik, dan kesempatan untuk mendiskusikan berbagai hal dengan para ahli 
alainnya. Selain bebas dari biaya penginapan dan tagihan pajak, para 
Undangan dijamin untuk mendapatkan gaji tetap, dan satu-satunya hal yang 
dimintakan adalah bahwa mereka harus rutin mengajar di sekolah itu sebagai 
timbal baliknya. Para anggota pengajar di Museum hidup dalam kemewahan 
yang disediakan oleh raja, ruang-ruang perkuliahan disediakan untuk mereka 
berdiskusi, tempat berjalan-jalan dengan tiang-tiang tinggi di kanan-kirinya, 
Wan aula makan yang luas, di mana mereka mendapatkan jamuan makan 
bersama. Penyair Theocritus, yang menikmati karunia tersebut, menyanjung 
Ptolemy sebagai “pembayar terbaik yang dapat dimiliki oleh seorang yang 
bebas,” Orang bijak lainnya, Ctesibius dari Chalcis, ketika ditanya apa yang 
diperolehnya dari filsafat, dengan berkelakar menjawab, “Makan malam 
gratis." 

Dibangun sebagai monumen kemegahan dinasti Ptolemy, Museum 
merupakan tonggak bersejarah bagi perkembangan sains, Museum 
dimaksudkan terutama sebagai institusi untuk penelitan dan pengembangan 
pengetahuan, daripada untuk pendidikan: dan selama dua abad para sarjana 
dan ahli sains berbondong-bondong pergi ke Mesir. Pada puncaknya, pusat 
pembelajaran ini memiliki beberapa ratus ilmuwan ahli, yang keberadaannya 
kemudian menarik banyak siswa untuk mengembangkan kemampuan di sana. 
Meski salah satu puisi yang ada ketika itu terkesan menghina Museum 
sebagai sarang burung di mana para sarjana menggemukkan badan mereka 
sendiri sambil berargumentasi tentang perkara-perkara sepele, tetapi sains 
dan matematika terus berkembang hingga mencapai kesuksesan yang luar 
biasa. Bahkan, seringkali dikatakan bahwa dalam sejarah matematika hanya 
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ada satu periode sekitar 200 tahun yang sebanding kesuburannya dengan 
periode 300-100 S.M., yaitu periode dari Kepler hingga Gauss (1600-1850 
M). 

Para cendikiawan tidak dapat melakukan semua itu tanpa buku, 
sehingga hal pertama yang perlu dilakukan adalah mengumpulkan naskah- 
naskah yang telah ada sebelumnya, Saat naskah-naskah sudah cukup 
berlimpah, sebuah bangunan dibutuhkan untuk menyimpannya. Dibangun 
hampir bersamaan dengan Museum dan berada di sebelahnya adalah 
perpustakaan besar Alexandria yang menyimpan koleksi terbanyak dari 
karya-karya bangsa Yunani yang masih ada. Memang sebelumnya telah ada 
perpustakaan, tetapi tidak satu pun yang memiliki sumber-sumber seperti 
yang dimiliki dinasti Ptolemy. Naskah-naskah secara resmi dicari dari 
berbagai penjuru dunia, dan diperoleh kemudian diperbanyak secara ketat 
oleh agen-agen yang ditugaskan untuk meminjam karya-karya tua dan 
menyalinnya, jika buku-buku itu tidak bisa diperoleh dengan cara lain; para 
pengelana ke Alexandria harus memberikan buku apa saja yang belum ada df 
perpustakaan. Sekelompok penulis terlatih membuat katalog-katalog buku} 
mengedit teks-teksnya yang tidak dalam keadaan baik, dan menjelaskan 
karya-karya masa lalu yang tidak mudah dipahami oleh generasi baru, 
Yunani 


B. KEHIDUPAN DAN TULISAN-TULISAN EUCLID 


Sebelum Museum kemudian dilupakan pada tahun 641 M, pusat 
pembelajaran tersebut telah menghasilkan banyak ilmuwan berbeda yang 
kemudian menentukan perkembangan matematika selama berabad-abad: 
Euclid, Archimedes, Eratosthenes, Apollonius, Pappus, Claudius Ptolemy, 
dan Diophantus. Dari semua ilmuwan tersebut, Euclid (sekitar 300 S.M.) 
berada pada jajaran yang istimewa. Para generasi penerus men 


sebagai penulis Elements of Geometry, risalah matematika tertua dari bangsa 
Yunani yang sampai kepada kita secara lengkap, Elements adalah kompilasi 
dari fakta-fakta matematis paling penting pada masa itu, yang disusun 
menjadi 13 bagian, atau buku. (Penjelasan sistematis dan terperinci tentang 
geometri telah muncul di Yunani sejak abad kelima S.M.. tetapi tidak ada 
yang terpelihara, dan alasan yang jelas bahwa semua itu digantikan oleh 
Elements karya Euclid.) Meski kebanyakan matermya diambil dari sumber- 
sumber terdahulu, pengaturan logis teorema-teorema dan pengembangan 
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bukti-buktinya menunjukkan — kejeniusan sang penulis Euclid 
menggabungkan kumpulan penemuan terpisah menjadi sistem dedukuf 
tunggal yang didasarkan pada sekumpulan postulat, definisi, dan aksioma 
awal 

Hanya sedikit buku yang dianggap lebih penting bagi pemikiran dan 
pendidikan dunia Barat dibandingkan Elements, Hampir tidak ada buku lain 
yang beredar atau dipelajari sedemikian luas. Selama 20 abad, enam buku 
pertama adalah buku-buku pengantar lazim untuk geometri. Sebanyak lebih 
dari seribu edisi Elements telah muncul sejak pertama kali dicetak pada tahun 
1482, dan sebelum itu salinun-salinan naskah mendominasi kebanyakan 
pengajaran matematika di Eropa. Sayangnya, tidak ada satu pun salinan yang 


telah ditemukan itu berasal dari masa ketika Euclid masih hidup. Hingg: 
tahun 1800-an, kebanyakan edisi dalam bahasa Latin dan Inggris didasarkan 
pterutama pada revisi bahasa Yunani yang disusun oleh Theon dari Alexandria 
(sekitar tahun 365 M), 700 tahun setelah karya aslinya ditulis, Meski 
demikian, pada tahun 1808, terungkap bahwa sebuah naskah Vatican yang 
Napoleon persembahkan ke Paris menunjukkan versi lebih tua dari karya 
Theon; dari sini, para ilmuwan mampu untuk merekonstruksi apa yang 
Muncul sebagai teks definitif. 


(Sumber: Institusi Smithsonian) 


Gambar 4.1 
Euctid, sang penulis Elements of Geometry 


Meski kepopuleran Euclid, baik di masa kuno maupun zaman modern, 
hampir terletak pada Elements, tetapi sesungguhnya dia menulis sedikitnya 
10 karya lain yang meliputi berbagai topik yang luas. Teks Yunani dari 
karyanya yang berjudul Dara, kumpulan dari 95 latihan yang mungkin 
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dimaksudkan bagi para pelajar yang telah menyelesaikan Elements, adalah 
satu-satunya teks lain yang ditulis Euclid tentang geometri murni yang masih 
bertahan. Sebuah risalah, Conic Sections (irisan kerucut). yang merupakan 
fondasi dari keempat buku pertama karya Apollonius untuk bidang ilmu yang 
sama, telah hilang tidak tergantikan, dan begitu pula serangkaian karya tiga 
volume yang disebut Porisms (istilah porism dalam matematika Yunani 
berarti ‘corollary’). Karya yang disebut belakangan adalah kehilangan yang 
terdalam, karena buku tersebut tampaknya membahas geometri tingkat lanjut. 
barangkali suatu wujud kuno untuk geometri analitik. 

Seperti para matematikawan besar lainnya dari Yunani Kuno, sangat 
sedikit yang kita ketahui tentang kehidupan pribadi Euclid. Bahwa Euclid 
mendirikan sebuah sekolah dan mengajar di Alexandria adalah hal yang 
pasti, tetapi tidak ada hal lainnya yang kita ketahui selain itu, Namun 


demikian, komentator Proclus telah menceritakan kepada kita, bahwa Euclid 
hidup pada masa Ptolemy L Hal ini mengindikasikan bahwa Euclid aktif pada 
paruh pertama abad ketiga S.M. Barangkali dia telah menerima pelatihan 
matematika di Athena dari para murid Plato. Dua anekdot yang memberikan 
titik terang mengenai kepribadian Euclid sampai pula kepada kita, Pertama, 
Proclus yang menulis komentar terhadap Elements menyatakan bahwa Raja 
Ptolemy pernah bertanya kepada Euclid apakah ada cara yang lebih singkal 
untuk mempelajari geometri daripada harus mempelajari Elements terlebih! 


dahulu, dan dia menjawab, “Tidak ada jalan khusus, bahkan bagi keluarga 
kerajaan, untuk menuju geometri.” Ini menyimpulkan suatu pandangan 
bahwa matematika tidak pandang bulu —-matematika tidak membeda-bedakan 
satu orang dari orang lainnya. 

Cerita lain berkaitan dengan seorang remaja yang mulai belajar geometri 
dari Euclid dan bertanya, setelah menyelesaikan teorema pertama. “Tetapi 
apa yang akan saya dapatkan dengan mempelajari semua ini?" Setelah 
menegaskan bahwa pengetahuan layak dikejar demi pengetahuan itu sendiri, 
Euclid lalu memanggil pelayannya dan berkata, “Berikan kepada orang ini 
sekeping koin, karena dia harus mendapatkan keuntungan dari apa yang dia 
pelajari.” Sikap ini mungkin diambil dari pepatah perkumpulan Pythagoras 
yang dapat kurang lebih diterjemahkan sebagai, “Satu diagram dan satu 
langkah (dalam pengetahuan). bukannya satu diagram dan sekeping koin." 


= 3 Q fF 


Chapters Media Notebook Search Settings 


9:56 YAN 


< Library = Hal4.8 


4.8 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA © 


C. TIGA BELAS BUKU ELEMENTS OF GEOMETRY 

Di perpustakaan Museum, Euclid memiliki akses ke tiga ratus tahun 
perkembangan geometri Yunani. Naskah-naskah mengenai geometri yang 
tersedia baginya dapat dibagi menjadi tiga kategori luas. Kelompok pertama 
adalah karya-karya yang berfokus pada satu topik tertentu, Risalah -risalah ini 
dimaksudkan bagi insan terpelajar yang sudah memiliki dasar yang kuat 
dalam geometri dan biasanya sukar untuk dipahami oleh pelajar umumnya, 
sehingga terdapat jenis tulisan yang kedua: tulisan commentary, yang 
mengkaji karya orang luin dan menjelaskannya secara terperinci. Karya Data 
yang ditulis oleh Euclid adalah suatu kajian yang terpusat pada aspek-aspek 
tertentu dari geometri yang diperlukan oleh pelajar tingkat lanjut, dan buku 
ini adalah sebuah contoh bentuk "commentary' tersebut. 

Jenis teks ketiga yang tersedia bagi Euclid adalah teks-teks pengantar, 
misalnya Elements karya Hippocrates, Suatu ketika, Euclid memutuskan 
ntuk menulis Elements-nya sendiri, Hal tersebut mungkin karena dia telah 
tidak puas dengan karya para pendahulunya, atau dia hanya ingin membuat 


Wersi karyanya sendiri untuk geometri bangsa Yunani, dan hasilnya adalah 
'bukuteks yang paling laku terjual sepanjang masa, musih dicetak setelah 
lebih dari dua ribu tahun 

Pengaruh dari Elements tidak dapat terlalu dibesar-besarkan. Kajian 
geometri Euclid, dan terutama enam buku pertamanya, merupakan bagian 
penting dari kuadrivium zaman pertengahan, studi yang berkorespondensi 
dengan jenjang sarjana pada zaman modern. Geometri Euclid menjadi 
standar dengan mana keketatan matematis diukur sampai dengan abad 
kedelapan belas, dan barulah pada abad ke-19 bermunculan tantangan- 
tantangan matematis yang serius kepada Euclid. 

Elements karya Euclid dibagi menjadi tiga belas buku, yang panjang 
masing-masingnya adalah sekitar satu bab buku modern. Meski karya 
tersebut biasanya dipandang sebagai sebuah buku teks geometri, kita harus 
mengingat bahwa bagi bangsa Yunani, “geometri” adalah sains matematis 
dengan ruang lingkup luas, Garis besar kajian Elements adalah: 

I. Buku I: geometri bangun-bangun rektilinear (terbentuk dari garis- 


garis lurus) 
2, Buku Il: proposisi-proposisi aljabar geometrik 
3. Buku III: geometri lingkaran -lingkaran 
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4. Buku IV: segibanyak-segibanyak yang terlukis dengan tali busur 
lingkaran 

5. Buku V: teori proporsi-proporsi 

6. Buku VI: bangun-bangun yang sebangun 

7. Buku VII-X: teori bilangan 

8. Buku XI-XII: geometri bangun ruang 

9, Buku XIII: bangun-bangun ruang beraturan 


Dengan demikian, hanya separuh lebih sedikit dari buku-buku Elements 
yang secara khusus membahas tentang geometri dalam pemaknaan 
modern saat ini 


Ww LATIHAN 


= 
Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Jelaskan tentang Museum Alexandria! 

2) Jelaskan tentang perpustakaan besar di Alexandria! 

3) Di samping Elements, Euclid diketahui telah juga menulis 10 karya 
matematis yang lain. Sebutkan tiga di antaranya berikut topik yang 
dibahas di dalamnya! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Museum adalah sebuah pusat pembelajaran besar di Alexandria yang 
dipandang sebagai pelopor universitas modern. Di sana, para 
cendikiawan terdepan pada masa itu—ilmuwan, penyair, seniman, dan 
penulis berkumpul atas undangan istimewa dari dinasti Ptolemy untuk 
melakukan studi dan mengajar. Mereka memiliki akses ke perpustakaan- 
perpustakaan terbaik dan kesempatan untuk mendiskusikan berbagai hal 
dengan para ahli lainnya. Dengan berbuat demikian mereka bebas dari 
biaya penginapan dan tagihan pajak, serta dijamin untuk mendapatkan 
gaji tetap 

2) Perpustakaan ini dibangun hampir bersamaan dengan Museum dan 
berada di sebelahnya. Di sana tersimpan koleksi terbanyak dari karya- 


= 3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


9:56 YAN 


< Library = Rangkuman 


4. 


3) 


10 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA 6 


karya bangsa Yunani yang masih ada. Naskah-naskah dari berbagai 
penjuru dunia dicari dan diperoleh dengan berbagai cara, termasuk 
dengan menyalinnya. Sekelompok penulis terlatih membuat katalog- 
katalog buku, mengedit teks-teksnya yang tidak dalam keadaan baik, dan 
menjelaskan karya-karya masa Jalu yang tidak mudah dipahami oleh 
generasi baru Yunani. 

Karya-karya Euclid selain Elements antara Jain: (1) Data, kumpulan dari 
95 latihan bagi pelajar yang telah menyelesaikan Elements: (2) Conic 
Sections, tentang irisan kerucut: dan, (3) Porisms, tentang geometri 
tingkat lanjut, barangkali suatu wujud kuno untuk geometri analitik 


SS 
=<) RANGKUMAN 


Pusat pembelajaran Museum di Alexandria, yang dibangun oleh 
dinasti Ptolemy awal, dianggap sebagai pelopor universitas modern. 
Sekolah ini mampu bersaing dengan Akademi Plato yang terdapat di 
Athena. Pada awalnya Museum dimaksudkan terutama sebagai institusi 
untuk penelitian dan pengembangan pengetahuan, bukan untuk tujuan 
pendidikan, tetapi keberadaannya kemudian menarik minat siswa-siswa 
untuk belajar di sana sehingga ia kemudian berkembang menjadi pusat 
pembelajaran, Dengan adanya Museum, sains dan matematika terus 
berkembang hin mencapai kesuksesan yang luar biasa. Perpustakaan 
besar di Alexandria menyimpan koleksi terbanyak dari karya-karya 
bangsa Yunani yang ada saat itu, Seringkali dianggapkan bahwa dalam 
sejarah matematika hanya ada satu rentang waktu sekitar 200 tahun yang 
dapat dibandingkan kesuburannya dengan periode 300-100 S.M.. yaitu 
periode dari Kepler hingga Gauss (1600-1850). 

Elements karya Euclid adalah kompilasi dari fakta-fakta matematis 
paling penting pada masa itu, yang disusun menjadi 13 bagian, atau 
buku, Meski kebanyakan materinya diambil dari sumber-sumber yang 
telah ada lebih dahulu ketika itu, tetapi pengaturan logis teorema- 
leorema di dalamnya dan pengembangan bukti-buktinya menunjukkan 
kejemusan Euclid, Dia telah berhasil menggabungkan kumpulan 
penemuan terpisah menjadi sistem deduktif tunggal yang didasarkan 
pada sekumpulan postulat, definisi, dan aksioma awal 
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Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Sebutkan mengapa institusi belajar di Alexandria dikenal dengan sebutan 
Museum. Kemudian, jelaskan meng Museum Alexandria dapat 
dipandang sebagai suatu tonggak bersejarah bagi perkembangan dalam 


sains! 


2) Sebutkan tiga keuntungan “intelektual” yang bisa diperoleh oleh para 
ilmuwan yang diundang oleh dinasti Plolemy ke Museum Alexandria 

3) Jelaskan bagaimana perpustakaan besar di Alexandria memperoleh 
koleksi sedemikian banyak karya bangsa Yunani yang masih ada ketika 
itu? 

4) Buku-buku Elements karya Euclid pada dasarnya adalah kompilasi dari 

fakta-fakta matematis paling penting pada masa itu, Jelaskan apd 

keistimewaan yang signifikan dari Elements sehingga ia telah bereda 

dan dipelajari secara sedemikian luas! | 


5) Sebutkan topik yang dibahas dalam masing-masing dari 13 buku 
Elements of Geometry karya Euclid! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif | yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar, 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar | 


we Jumlah Jawaban yang Benar . 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 1, terutama bagian yang 
belum dikuasai 
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KEGIATAN BELAJAR 2 


Tokoh-tokoh Besar Matematika Alexandria dan 
Akhir Keemasan Matematika Yunani 


P ada kegiatan belajar ini kita akan membahas empat ahli geometri yang 
lermasyhur dalam matematika Alexandria: Eratosthenes dan berbagai 
kontribusinya bagi pengetahuan, terutama matematika dan geografi yang 
didasarkan pada matematika yang ketat; Claudius Ptolemy, sang penulis 
risalah Almagest, Archimedes, sang manusia jenius dari Zaman Kuno; dan 
Appolonius, yang dijuluki sang Ahli Geometri Besar. Selanjutnya, di akhir 
„kegiatan belajar ini akan dibahas tentang Diophantus, sang penulis 
Arithmetica. 


A. ERATOSTHENES: ORANG BIJAK ALEXANDRIA 


Seorang matematikawan asal Alexandria, selain Euclid, yang karyanya 
dalam bidang teori bilangan tetap bernilai penting adalah Eratosthenes (276- 
194 S.M.). Eratosthenes lahir di Cyrene, sebuah koloni Yunani yang terletak 
di sebelah barat Mesir dan tunduk di bawah kekuasaan Ptolemy, tetapi 
menghabiskan sehagian besar masa kerjanya di Alexandria. Pada awalnya dia 
belajar di Akademi Plato di Athena. Saat menginjak usia 30 tahun, 
Eratosthenes diundang ke Alexandria oleh Raja Ptolemy II untuk bekerja 
sebagai tutor bagi putra mahkotanya, Akhirnya, Eratosthenes kemudian 
mendapatkan jabatan paling terpandang di dunia Hellenistik. yaitu kepala 
perpustakaan di Museum, posisi yang dia pegang selama 40 tahun terakhir 
hidupnya. 

Eratosthenes dikenal sebagai ilmuwan paling terkemuka pada masanya 
dan tidak diragukan lagi adalah salah seorang yang paling berpendidikan 
pada masa kuno, Seorang penulis dengan kecendikiaan yang beraneka ragam. 
dia menulis karya-karya dalam bidang geografi, filsafat. sejarah, astronomi, 
matematika, dan kritik kesusastraan: dan bahkan, dia pun menggubah karya 
puisi. Eratosthenes memperoleh dua julukan penting sebab keluasan rentang 
bidang-bidang yang dikuasainya. Sebagai rasa hormat atas berbagai 
prestasinya, teman-teman dia memanggilnya “Pentathis,” nama yang 
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diberikan kepada juara dalam lima cabang atletik—atau, kepada orang-orang 
yang mau mencoba berbagai hal, Para pencelanya merasa bahwa dengan 
berupaya menjadi ahli dalam berbagai hal, Eratosthenes tidak mampu 
melebihi para ahli sezamannya dalam masing-masing bidang yang berhasil 
dikuasainya itu. Mereka menyebutnya Beta (huruf kedua dalam abjad 
Yunani), sebagai sindiran bahwa meski Eratosthenes berdiri sekurang- 
kurangnya di tempat kedua dalam semua bidang, tetapi dia tidak pemah 
menjadi orang pertama dalam bidang mana pun 

Namun demikian, meski Eratosthenes dianggap sebagai orang nomor 
ak bidang, tetapi yang pasti dia bukan bera dalam bidang- 
bidang geografi dan matematika, Buku tiga volumenya yang berjudul 


dua dalam ban 


Geographica, yang sekarang hilang kecuali penggalan-penggalannya, adalah 
usaha ilmiah pertama yang menempatkan studi geografi pada dasar 
matematika yang kuat. Dalam karyanya tersebut, dia membahas argumen g 
argumen untuk bumi yang berbentuk bola dan menjelaskan posisi dar} 
berbagai daratan yang dikenal dunia pada saat itu, Pemetaan Eratostheneg 
untuk wilayah-wilayah yang berpenduduk di Bumi didasarkan pada ang 
dia dengar dan spekulasinya, tetapi petanya itu adalah peta dunia paling 
akurat yang pernah ada sampai saat itu dan peta pertama yang menggunakan 
garis meridian bujur dan garis-garis lintang sejajar. Data kuantitatif 
sedemikian banyak yang berhasil dikumpulkan oleh Eratosthenes sebagai 
kepala perpustakaan terbesar di zaman kuno telah menjadikan Geographica 
buku utama selama berabad-abad; garis bujur dan garis lintang dari 8000 


tempat di Bumi tertulis di dalamnya, beserta banyak estimasi jarak antara 
lokasi-lokasi tersebut 
Sebagai matematikawan, Eratosthenes menghasilkan sebagai karya 

besarnya suatu solusi untuk permasalahan Delos tentang penggandaan kubus 
dan penemuan metode untuk mencari bilangan-bilangan prima, Alat 
mekaniknya untuk mempermudah duplikasi disebut mesolabium, atau pencari 
rata-rata. Dengan alatnya tersebut dia dapat memperoleh: 

823 

“5 y g 2a 
yung memperjelas kesimpulan bahwa x dan y adalah pembanding- 
pembanding tengah yang dibutuhkan antara panjang-panjang a dan 2a. 
Dalam kata-kata lain: Jika a adalah panjang rusuk sebuah kubus, maka kubus 
yang memiliki panjang rusuk x akan memiliki volume dua kali lebih besar 
dari kubus asalnya. Namun demikian, solusi mekanis mana pun tidaklah 
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semumi konstruksi-konstruksi yang dibuat dengan penggaris dan jangka saja, 
dan dengan demikian tidak selaras dengan prinsip-prinsip Plato, 

Dewasa ini Eratosthenes dikenal terutama karena penemuan suatu cara 
praktis untuk menghitung keliling Bumi. Meski estimasinya bukanlah yang 
pertama atau yang terakhir dibuat pada masa kuno, namun metodenya telah 
menghasilkan estimasi yang lebih akurat daripada estimasi-estimasi 
sebelumnya, Hal luar biasa dari pencapaian Eratosthenes ini adalah 
kesederhanaannya. Prosedurnya didasarkan pada estimasi-estimasi busur 
lingkaran besar yang melintasi Alexandria dan Syene, kota yang sekarang 


disebut Aswan 
B. RISALAH ALMAGEST CLAUDIUS PTOLEMY 


Pembahasan apapun tentang Alexandria hendaknya memperhatikan 
kemajuan-kemajuan dalam bidang astronomi, sebuah cabang pengetahuan 
Yung sepenuhnya bergantung pada matematika. Selama empat belas abad, 
pedoman yang diterima tentang tata surya adalah karya Claudius Ptolemy 
Wari Alexandria (100-170 M). Ptolemy memberi kontribusi bagi astronomi 
layaknya Euclid bagi geometri: dengan menggunakan kekuatan hebat sintesis 
dan pemaparan pemikiran jenius sejati, dia mereduksi karya-karya 
(pendahulunya menjadi perkara “ketertarikan historis” yang hanya berpeluang 
kecil untuk tetap lestari. Risalah besarnya Svntaxis Mathematica (Sistem 
Matematis), atau Almagest, seperti di kemudian hari dikenal oleh bangsa 
Arab dan bangsa Eropa Zaman Pertengahan, ditetapkan sebagai buku wajib 
astronomi hingga diterbitkannya De Revolutionibus karya Copernicus (1543). 
Kita tidak cukup tahu tentang sebagian besar peristiwa dalam hidup Ptolemy, 
kecuali bahwa dia seorang Mesir asli dan bahwa berbagai pengamatan 


astronominya dilakukan, barangkali di Museum, pada periode tahun 127 
hingga 151 M. 

Nama karya terbesar Ptolemy memiliki sejarahnya sendiri yang menarik. 
Bangsa Yunani menyebutnya sebagai Megale Syntaxis (Koleksi Besar), Para 
penerjemah dari bahasa Yunani ke dalam bahasa Arab, karena kekaguman 
atau mungkin juga kecerobohan, menggabungkan artikel Arab “al” dengan 
bentuk superlatif “magisre” menghasilkan kata hibrida almagisti, “Yang 
Terbesar", dari mana muncul kata bahasa Latin Almagestum, yang bahasa 
lisannya Almagest, sehingga sejak saat itu demikianlah buku itu disebut, 
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Ptolemy muncul di akhir deretan panjang para pemikir Yunani yang 
memandang Bumi sebagai pusat yang tetap dan tak tergoyahkan dari alam 
semesta, terhadap mana planet-planet berputar dalam masing-masing lintasan 
yang berbentuk lingkaran konsentris. Pernyataan bahwa Bumi berada di 
sebarang tempat selain pusat dari langit dipandang sebagai penolakan 
terhadap supremasi umat manusia di alam semesta. Namun demikian, 
beberapa astronom, misalnya Aristarchus dari Samos yang terkenal, 


mengajukan hipotesis heliosentris—bahwa Bumi dan planet-planet semuanya 
berputar dalam lingkaran-lingkaran terhadap posisi matahari yang tetap— 
tetapi pernyataan ini ditolak dengan beragam alasan 
Berdasarkan pandangan kaum Pythagoras mengenai keindahan dan 
kesempurnaan lingkaran, lintasan pergerakan matahari dan planet-planet 
tentu berbentuk lingkaran. Namun demikian, penyimpangan orbit-orbit 
a mereka dari bentuk lingkaran cukup besar untuk diamati, sehingga diperlukan 
penjelasan untuk hal tersebut. Dengan mereduksi gerakan benda-benda langit 
menjadi kombinasi dari gerakan-gerakan melingkar, astronom Yunanj 
Apollonius mengajukan suatu skema epicycles, atau lingkaran-lingkaran kecil 
yang pusat-pusatnya terletak pada keliling-keliling lingkaran lainnya. Untuk 
merasionalkan gagasan-gagasan ini dengan akumulasi observasig 


observasinya, Claudius Ptolemy mengajukan gagasan tentang gerakan 
eksentrik tata surya. Sistem yang digambarkannya dalam Almagest 
barangkali sama rumitnya dengan teori relativitas Einstein pada masa 
sekarang ini, relatif menurut tingkat pengetahuan yang tersedia saat itu. 

Kesalahan utama dari sistem Ptolemy terletak pada premis kelirunya 
tentang alam semesta yang berpusat di Bumi. Namun demikian, dia tidak 
mengabaikan teori heliosentris begitu saja. Ptolemy membuat satu atau dua 
kolom untuk membahas sangkalan terhadap teori ini, dan dengan demikian 
menjaga eksistensinya dari zaman ke zaman sampai direnungkan dan 
dikembangkan kembali oleh Copernicus. Tetapi Copernicus pun masih 
dikacaukan oleh epicycles dan masalah ini terus berlanjut hingga akhirnya 
Kepler (1609) mengamati bahwa planet-planet bergerak tidak dalam 
lingkaran ideal Pythagoras, melainkan dalam orbit-orbit yang berbentuk 
clips. Segera setelah Kepler membuat gebrakan radikal terhadap tradisi 
tersebut, pemahaman kita tentang alam semesta dapat berjalan dengan lebih 
baik. 

Kembali ke Claudius Ptolemy, sebuah karyanya yang lain yang 
sedemikian berpengaruh pada abad-abad berikutnya seperti halnya Almagest 
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adalah Geographike Syntaxis (Petunjuk Geografi). Ditulis dalam delapan 
buku. isi karya tersebut merupakan upaya untuk meringkas pengetahuan 
geografis tentang dunia yang dapat dihuni di Bumi yang diketahui saat itu, 
yaitu benua-benua Eropa, Asia, dan Afrika. Buku ini dilengkapi pula dengan 
sekumpulan peta, peta umum dunia dan 26 peta lainnya yang 
menggambarkan — wilayah-wilayahnya secara terperinci. Ptolemy 
mengembangkan caranya sendiri untuk menggambarkan permukaan 
melengkung Bumi di atas permukaan datar. Dia membagi keliling bola Bumi 
menjadi 360 bagian, atau derajat, seperti kelak biasa dikenal, dan melengkapi 
permukaan itu dengan jejaring garis bujur dan garis lintang 


C. ARCHIMEDES: MANUSIA JENIUS DARI ZAMAN KUNO 


bJ. Kehidupan Archimedes 

Karya Archimedes (sekitar 287-212 S.M.) menjadi perlambang 
Matematika Alexandria. Dianggap sebagai orang jenius kreatif paling hebat 
pada masa kuno, Archimedes hidup satu atau dua generasi setelah Euclid dan 
$ezaman dengan Eratosthenes. Kita hanya mengetahui sedikit keterangan 
tentang kehidupannya, meski beberapa cerita fantastis telah berkembang di 
Seputar namanya. Archimedes adalah putra dari astronom Phidias dan lahir di 
Syracuse, sebuah pemukiman bangsa Yunani di pantai tenggara Sicilia, Pada 


masa itu, kota tersebut merupakan kota terbesar di dunia Hellenistik. Menurut 
Plutarch, Archimedes berasal dari keluarga kerajaan seperti halnya penguasa 
kota tersebut, Raja Hieron IL Diktator yang tercerahkan ini berkuasa, 
menurut ahli sejarah Polybius, selama S4 tahun “tanpa membunuh, 
mengasingkan, atau mencederai seorang penduduk pun, yang tentu saja 
merupakan hal paling luar biasa dari segala hal yang terjadi.” Archimedes 
hampir pasti pernah mengunjungi Mesir, dan karena dia berhubungan secara 
teratur dengan beberapa ilmuwan di Museum Alexandria, tampaknya dia 


belajar di pusat pengetahuan Yunani itu. Dia menghabiskan sebagian besar 
tahun-tahun produkufnya di Syracuse, di bawah perlindungan Hieron, untuk 
mencurahkan waktu dengan sepenuh hati untuk melakukan penelitian dan 
eksperimen. Archimedes sangat terpandang pada masa kuno karena tulisan- 
tulisan matematikanya, penemuan-penemuan mekanisnya, dan cara cerdas 
untuk merancang pertahanan di kota asalnya selama perang Punik II (218- 
201 S.M.) 
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Keahlian Archimedes beserta pengetahuan teoretisnya memungkinkan 
dia untuk menciptakan sekumpulan alat berguna, Dari semua alat ciptaannya, 
yang paling terkenal adalah pemutar Archimedes—alat pompa yang 
digunakan di berbagai belahan dunia. Archimedes tampaknya menciptakan 
alat ini selama kunjungannya ke Mesir untuk dapat menaikkan air dari kanal 
melalui tanggul menuju ladang-ladang yang dilalui saluran irigasi. 

Beberapa cerita tentang Archimedes yang telah sampai kepada kita 
berkaitan dengan keahliannya sebagai seorang insinyur, sehingga wajar bila 
penemuan-penemuan mekanisnya menyebar lebih luas dibandingkan 
prestasi-prestasi matematisnya yang lebih khusus. Salah satu legenda 
menyebutkan tentang keberhasilan upayanya memenuhi tantangan Raja 
Hieron untuk memindahkan sebuah perahu yang sangat berat hingga tidak 
dapat diluncurkan dengan cara biasa. Plutarch mengisahkan Archimedes 

5 menggunakan kombinasi pengungkit dan kerekan, “Sambil duduk di 
kejauhan, tanpa usaha yang begitu besar, malah hanya dengan memegang 
ujung dari kerekan di tangannya dan menariknya, [Archimedes] peran 
menarik perahu besar itu dengan mulus dan aman seolah ta meluncur di atag 
air.” Namun demikian, meski memiliki bakat-bakat mekanis, Archimedeg 

jauh lebih peduli terhadap studi-studi teoretis dibandingkan terhadap temuan; 
temuan yang berkaitan dengan kebutuhan praktis, dan menyebutnya 

“hiburan-hiburan dari permainan geometri.” | 


Kemasyhuran yang Archimedes dapatkan di dunia klasik berasal dar 
peran aktif yang dia lakukan dalam mempertahankan kota Syracuse dari 
serangan bangsa Romawi, Catatan lengkap duri pengepungan terkenal ini 
diberikan oleh Plutarch dalam tulisannya mengenai kehidupan Marcellus, 
seorang jenderal pasukan Romawi yang tegas dan cekatan. Plutarch 
mengisahkan bagaimana Archimedes dengan keahlian tekniknya membuat 
mesin-mesin perang hebat yang menyebabkan kerugian besar bagi bangsa 
Romawi. Tembok-tembok kota diperkuat dengan sederetan katapul dan busur 
panah besar yang disusun untuk melontarkan sejumlah peluru dan anak panah 
ke jarak tertentu, sehingga seberapa dekat pun para penyerang telah berhasil 
maju, mereka selalu terkena lontaran peluru dan anak panah, Serangan dari 
laut diatasi dengan alat-alat yang dapat dikeluarkan dari tembok-tembok 
pertahanan untuk melontarkan batu-batu besar atau bola timah ke formasi 
perahu-perahu perang musuh. Alat-alat derek menyergap haluan perahu 
perang Romawi, mengangkatnya dari air, dan menjatuhkannya tegak Jurus 
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dari ketinggian, Plutarch mengisahkan balatentara Romawi dalam ketakutan 
dan menolak untuk maju 

Setelah pengepungan selama dua tahun. bangsa Romawi secara bertahap 
menarik mundur pasukan mereka dan para penduduk Syracuse ternyata 
mengendurkan kewaspadaan mereka. Ketika penduduk berpesta dan 
bermabuk-mabukan pada sebuah festival religius, para simpatisan Romawi di 
dalam kota menuntun musuh ke titik lemah pertahanan Syracuse, Marcellus 
memberikan perintah langsung kepada para perwiranya bahwa hidup dan 
rumah Archimedes harus dijaga, tetapi sebelum mereka dapat menemukan 
sang ilmuwan besar, dia telah dibunuh oleh prajurit biasa. Marcellus sangat 
menyesalkan kematian Archimedes dan mendirikan sebuah monumen untuk 
menghormatinya 


22. Karya-karya Matematis Archimedes 

Sebuah survei tentang isi dari sejumlah kecil karya utama Archimedes 
tukup untuk mengungkap rentang luas subjek yang dia pelajari dan 
kecerdasan yang mengagumkan dari cara dia membahasnya. Lusinan karya 
yang sampai kepada kita telah dipelihara oleh sebuah sekolah matematika 
Byzantine di Constantinople; antara abad keenam dan kesepuluh, mereka 
bertekad untuk mengumpulkan dan menyalin risalah-risalah Archimedes 
‘yang ketika itu tercerai berai. Salinan ini banyak kehilangan bentuk aslinya, 
karena mengalami transformasi bahasa dari dialek Sicilia-Doric ke dialek 
Attic Yunani, Tidak seperti Elements karya Euclid, karya-karya yang 


mengabadikan Archimedes tidak pernah populer pada zaman kuno: Euclid 
menyusun materi yang uda menjadi risalah sistematis yang akan dipahami 
oleh sebarang siswa terdidik, sedangkan Archimedes bertujuan untuk 
menghasilkan risalah-risalah lingkup terbatas yang dialamatkan kepada para 
matematikawan terkemuka saat itu, “Hal yang mustahil,” tulis Plutarch 
beberapa abad kemudian, "untuk mencari pertanyaan-pertanyaan yang lebih 
sukar dan lebih rumit dalam semua geometri, atau penjelasan-penjelasan 
yang lebih sederhana dan jelas.” 

Archimedes mengirimkan pernyataan-pernyataan dari hasil yang dia 
peroleh, dan meminta para matematikawan lain untuk menemukan bukti- 
buktinya bagi mereka sendiri: risalah lengkapnya. berikut bukti-bukti yang 
mendukungnya, akan dikirimkan kemudian. Dia tidak lebih dulu 
mengungkapkan teorema-teorema yang dia ketahui salah sehingga "pi 
matematikawan pembual yang mengklaim dapat menemukan segalanya, 


u 
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tanpa pemah memberikan bukti-buktinya, mungkin terperdaya saat mereka 
mengatakan bahwa mereka telah menemukan hal yang [sebenarnya] mustahil 
untuk dibuktikan.” 

Dari semua pencapaian matematisnya, tampaknya Archimedes paling 
bangga dengan apa yang ditulisnya dalam On the Sphere and Cylinder 
(Tentang Bola dan Silinder), yang ditulis dalam dua buku dan berisi 53 
proposisi secara keseluruhannya. Archimedes mengindikasikan bahwa dia 
mempublikasikan karyanya ini untuk pertama kali sehingga para 
matematikawan ahli dapat menguji bukti-buktinya dan menilainya. Proposisi- 
proposisi yang dipilihnya meliputi: 

a. Permukaan suatu bola luasnya sama dengan empat kali lingkaran besar 

dari bola itu [atau dapat kita nyatakan sebagai, S 5477). 

b. Jika sebuah bola dikelilingi sebuah silinder yang tinggir 
a diameter bola, maka volume dari silinder itu adalah tiga setengah kali 
dari volume bola; dan luas permukaan silinder yang mengelilingi bold 
tersebut, termasuk alas dan tutupnya, adalah tiga setengah kali dari luag 
permukaan bola. 


ama den 


Dari berbagai karya Archimedes yang dikenal pada Zaman Pertengahan, 
yang paling populer, dan paling pertama yang diterjemahkan ke dalami 
bahasa Latin, adalah The Measurement of a Circle (Pengukuran Lingkaran): 
Ini merupakan risalah pendek, barangkali bagian dari suatu karya lebih 
panjang, yang hanya mencakup tiga proposisi, Proposisi paling penting 
dalam risalah ini membahas estimasi Archimedes untuk nilai numerik m di 


mana aproksimasi — seringkali disebut sebagai nilai Archimedes untuk z. 


dengan suatu metode yang kemudian dikenal sebagai method of exhaustion, 
atau "metode pemerasan”. 

Dalam bidang perhitungan pun Archimedes memberikan kontribusi 
penting yang disebut penghirung pasir Archimedes, Penemuan ini memuat 
sistem notasi baru untuk melambangkan bilangan-bilangan yang lebih besar 
dari seratus juta, saat matematika Yunani belum mampu mengembangkan 
simbol-simbol apa pun untuk hal tersebut. Archimedes menemukan suatu 
prosedur untuk menghitung dalam satuan-satuan sepuluh ribu myriad, atau 
ditulis 10° dalam notasi modern, dan menggunakan eksponen-eksponen 
untuk mengurutkan kelas-kelas dari besarnya bilangan-bilangan. 
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Selanjutnya, salah satu karya lain dari Archimedes, g menampilkan 
pencapaian matematis terbesarnya dalam pandangan matematika modern, 
adalah risalah On Spirals. Risalah ini berisi 28 proposisi yang berkaitan 
dengan sifat-sifat kurva yang sekarang dikenal sebagai spiral Archimedes, 
dan salah satu hasilnya yang paling menarik adalah tentang perhitungan luas 
daerah yang terliputi oleh putaran pertama spiral (terkait dengan 0 < 0 < 27), 
lagi-lagi dengan menggunakan metode pemerasan—pada masa kita sekarang 
ini pemecahan masalah tersebut dipermudah dengan adanya penggunaan 
kalkulus integral 

Metode pemerasan tersebut secara tradisional dikaitkan dengan Eudoxus 
dari Cnidos (390-337 S.M.) tetapi paling sering digunakan dan 
dikembangkan untuk mencapai kemajuan yang lebih tinggi oleh Euclid dan 
Archimedes. Dalam risalah Quadrature of a Parabola. Archimedes 
menggunakannya untuk mencari luas dari bangun yang dibentuk oleh 
penarikan sebarang tali busur pada sebuah parabola. Pada karyanya yang 
Midak banyak diketahui. yaitu The Method of Treating Mechanical Problems, 
dikirimkan dalam bentuk sepucuk surat kepada Eratosthenes, Archimedes 
mengulang hasil-hasil matematis tertentu yang telah dikemukakannya tanpa 
bukti pada kesempatan sebelumnya. Teks tersebut bertujuan untuk 
memperkenalkan Eratosthenes kepada metode yang telah dia gunakan untuk 
mencapai konklusi-konklusi dalam surat tersebut dan konklusi-konklusi 
Jainnya. Dengan pandangan jauh ke depan ke arah hadirnya kalkulus integral 
modern, Archimedes menyatakan bahwa permukaan-permukaan hendaknya 
dianggap tersusun dari garis-garis ar yang banyaknya tak-hingga dan 
bangun-bangun ruang putar “terisi” penuh oleh lingkaran-lingkaran. Tetapi. 
Archimedes tidak memandang penalaran intuitif seperti itu sebagai bukti, 
melainkan hanya sebagai penyelidikan awal bagi pembuktian ketat melalui 
metode pemerasan. Di sisi lain, meski pencapaian ini merupakan antisipasi 
luar biasa terhadap hasil-hasil yang kelak ditemukan dalam kalkulus integral, 
tetapi Kita harus berhati-hati untuk tidak mengaitkan gagasan dalam kalkulus 
dengan Archimedes, karena konsep limit, yang terdapat pada inti kalkulus, 


sebenarnya berbeda dari argumen-argumen Archimedes. 

Pada pengantar The Method Archimedes menyatakan harapan bahwa ada 
orang-orang dari generasinya dan generasi-generasi masa depan yang akan 
mengembangkan lebih lanjut apa yang telah dikajinya dengan metode yang 
dijelaskannya. — Disayangkan, harapan untuk menemukan penerus dari 
garapannya ternyata tidak terwujud. Setelah masa Archimedes, 


KA 
3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


9:57 YAN 


< Library = Hal4. 21 


© PEMA4101/ MODUL 4 4.21 


kecenderungan matematika Yunani menuju ke arah berbeda, dan barulah 
lebih dari delapan belas abad kemudian akhirnya muncul Newton dan 
Leibniz yang mengembangkan metode pemerasan klasik ke dalam prinsip- 
prinsip penyusun kalkulus. 


D. APOLLONIUS DARI PERGA 


Orang terakhir dari tiga ahli geometri yang termasyhur pada periode 300 
hingga 200 S.M. adalah Apollonius, tokoh lebih muda yang sezaman dengan 
Archimedes, Apollonius lahir di kota Perga, Yunani, dekat pantai tenggura 
Asia Minor, Saat masih remaja, dia pergi ke Alexandria—mungkin untuk 
belajar di Museum kepada para penerus Euclid—dan menetap di sana selama 
bertahun-tahun untuk mengajar dan menyusun konsep awal dari karya 
terkenalnya Conics (Kerucut). Selanjutnya, Apollonius pindah ke Pergamum, 
yang memiliki universitas dan perpustakaan yang baru didirikan mengikuti 
apa yang telah dibangun di Alexandria. Ketika berada di sana, dia berkenalan 
dengan ahli geometri Eudemus dari Pergamum, kepada siapa dia dedikasikan 
ketiga buku pertama Conies. 

Apollonius menulis 11 karya, tetapi hanya 2 yang bertahan, dan dia pada 
khususnya termasyhur karena Conics. Di dalam karya tersebut terdapat 389 
propasisi yang disusun ke dalam delapan buku. Empat buku pertama telah 
sampai kepada kita dalam tulisan asli Yunani. tiga buku berikutnya 
terpelihara dalam terjemahan Arab, sementara satu lagi hilang. Studi tentang 
tiga kurva yang kita sebut “irisan-irisan kerucut” bukan topik baru bagi 
Apollonius, meski memang dia yang pertama kali memperkenalkan istilah- 
istilah parabola, hiperbola, dan elips. Buku Commentary karya Proclus 
menjelaskan kepada kita bahwa Menaechmus, salah seorang murid Eudoxus 
dan anggota Akademi Plato, menemukan kurva-kurva tersebut pada sekitar 
tahun 350 S.M. Empat buku pertama Conics merupakan paparan dan 
pengembangan yang sistematik dari apa yang telah beredar sebelumnya, 
sedangkan buku-buku sisanya berfokus pada materi asli darinya. Pembahasan 
Apollonius. tentang teori kerucut sedemikian dikagumi hingga adalah dia, 
bukan Euclid, yang pada zaman kuno mendapatkan gelar Ahli Geometri 
Besar. 

Apollonius mendefinisikan kerucut lingkaran sebagai bangun yang 
dibentuk oleh garis yang berotasi membentangi sebuah lingkaran, sementara 
garis tersebut juga melalui sebuah titik tetap yang tidak berada pada bidang 
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dari lingkaran itu. Kerucut lingkaran tegak adalah bangun kerucut lingkaran 
yang sumbunya tegaklurus terhadap bidang dari lingkarannya. 

Sebelum Apollonius, para ahli geometri menjelaskan bahwa irisan-irisan 
kerucut dihasilkan dari tiga jenis kerucut lingkaran tegak. yang dibedakan 
oleh sudut-sudut pada puncak-puncaknya. Mereka memotong dengan 
menggunakan bidang yang tegak lurus terhadap garis pelukisnya. Bergantung 
pada apakah sudut puncak kerucut berbentuk siku-siku, tumpul, atau lancip, 
kurva yang dihasilkan akan berbentuk parabola, hiperbola, atau clips. Para 
peneliti sebelum Apollonius menyebut kurva-kurva ini sebagai irisan kerucut 
bersudut siku-siku, irisan kerucut bersudut tumpul, dan irisan kerucut 
bersudut lancip, Baik Euclid maupun Archimedes diketahui telah 
menerapkan pendekatan demikian terhadap subjek tersebut, Pencapaian 
Apollonius adalah menunjukkan bahwa ketiga jenis kurva tersebut dapat 
dihasilkan dari sebarang kerucut hanya dengan membeda-bedakan 
kemiringan di mana bidang yang memotong kerucut bertemu garis pelukis 
kerucut itu, 

Dengan metode “penerapan luas" yang diajukan oleh Euclid, Apollonius 
berhasil menurunkan sebentuk padanan geometris bagi persamaan-persamaan 
Cartesius untuk kerucut. Perhatikan, misalnya, permasalahan parabola. Kita 
misalkan A sebagai titik puncak dan garis AB sebagai sumbu simetrinya 
Misalkan P adalah sebarang titik pada parabola dan O adalah kaki dari garis 
fegaklurus dari dari P ke AB. Sekarang di titik A buatlah garis L tegaklurus 
terhadap AB, Di L buatlah ruas garis AR ya 


g sama panjang dengan Jarus 
rectum kerucut tersebut, (Latus rectum atau parameter adalah tali busur yang 
melintasi fokus parabola F dan tegaklurus terhadap AB), 
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Pendefinisian parabola berdasarkan metode 
“penerapan luas” oleh Apollonius 
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Apollonius secara geometris mampu untuk membuat sebual 
persegipanjang dengan luas (PQ) yang menjadikan ruas garis AR sebaga 
salah satu sisinya dan AQ sebagai sisi lainnya. Hal ini membawanya kepad; 
persamaan untuk mendefinisikan parabola, 

(POP =(AR\AQ). 
Persamaan tersebut dapat dirumuskan secara aljabar dengan menamai rua 
garis AQ dan ruas garis PQ sebagai x dan y, secara berturutan, dal 
melambangkan konstanta panjang AR sebagai p. Selanjutnya, akan kit 
dapatkan persamaan modern y? = px untuk parabola. 

Sekarang ini, parabola biasanya didefinisikan sebagai kedudukan dar 
semua titik yang berjarak sama dari satu titik tetap (fokus) dan satu gari 
tetap (direktriks). Selain dari acuan miring, Apollonius tidak pernal 
memberikan nama untuk fokus dari sebuah kerucut—kata ini bar 
diperkenalkan sebagai istilah matematis oleh Johannes Kepler pada tahu 
1604. Gagasan tentang direktriks pun tidak pernah disebut-sebut dalan 
tulisannya. 

Apollonius juga dikaitkan dengan pencapaian-pencapaian signifikai 
dalam bidang optik dan astronomi, terutama teori tentang planet-pldnet Di 
disebutkan telah menggunakan nama samaran Epsilon, karena huruf Yunani. 
itu bentuknya seperti bulan sabit yang menjadi perhatian besa dalan 
studinya. Salah seorang penulis awal mengatakan bahwa Apolloniu 
menetapkan jarak Bulan dari Bumi adalah lima juta stadia, atau sekita 
600.000 mil; tetapi laporan itu tampaknya tidak benar, karena jarak tersebu 
sekitar dua setengah kali jarak sebenarnya. (Astronom Hipparchus dar 
Nicaea (sekitar 190-120 S.M.) menetapkan jarak Bulan dari Bumi sebaga 
60: jari-jari Bumi atau 242.000 mil, cukup mendekati angka dar 


perhitungan modern yaitu 239.770 mil), Untuk menjelaskan ketidak 
simetrian orbit Planet Mars, Apollonius keluar dari tradisi dengar 
menyatakan bahwa orbit Mars yang tampak berbentuk lingkaran itu tidal 
berpusat pada Bumi, tetapi pada satu titik yang jaraknya sangat jauh dar 
Bumi. Dugaan Apollonius ini mendahului hasil kerja Kepler, yang 
menunjukkan bahwa Mars melintas dalam jalur berbentuk elips mengitar 
matahari. 

Apollonius seringkali diingat karena permasalahan geometrisnya yan; 
terkenal yang dia kemukakan dalam risalahnya yang hilang, On Tangencies 
Dikenal dewasa ini dengan istilah Permasalahan Apollonius, soal tersebu 
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berbunyi: Diketahui tiga buah lingkaran, buatlah lingkaran keempat yang 
bersinggungan dengan ketiga lingkaran pertama, Ketika Francois Vièta 
merekonstruksi materi-materi dalam On Tangencies pada tahun 1600, 
permasalahan lingkaran-lingkaran tersebut telah menjadi pusat perhatian dari 
banyak matematikawan yang paling terkemuka pada abad ketujuh belas, 


E. DIOPHANTUS 


G PENULIS ARITHMETICA 


Sejak masa ditemukannya bilangan irrasional, matematika Yunani telah 
berpaling dari pendekatan yang bersifat aritmetik murni. Salah satu akibatnya 
adalah bahwa semua permasalahan aljabar, bahkan yang terkait dengan 
penyelesaian untuk persamaan-persamaan sederhana, dibungkus dengan 
bingkai geometrik yang rancu dan tidak fleksibel. Bersama Diophantus, 
sberikut Pappus matematikawan hebat terakhir dari masa kuno klasik, muncul 
Suatu titik tolak pembebasan bagi aljabar. 

Dari seluruh tokoh dalam sejarah matematika, tidak ada yang lebih tidak 
Jelas latar belakangnya daripada Diophantus dari Alexandria, Bahkan pada 
abad keberapa dia hidup tidaklah diketahui. Sebagian besar keterangan yang 
tersedia tentang itu tidak meyakinkan: Diophantus mengutip Hypsicles (150 
$.M.), dan dia kemudian dikutip oleh Theon dari Alexandria (350 M): 


dengan demikian Diophantus hidup pada suatu masa di antara dua acuan 
Avaktu yang rentangnya lima ratus tahun tersebut 

Sampai dengan belakangan ini, bukti paling meyakinkan tentang periode 
kehidupan Diophantus adalah sebuah surat dari Michael Psellus (abad ke-11 
M), seorang sejarawan Byzantine. Berdasarkan surat tersebut, Anatolius, 
Bishop dari Laodicea pada masa itu, menuliskan sebuah buku tentang metode 
perhitungan Mesir, yang dia dedikasikan kepada Diophantus, Anatolius 


menulis karyanya pada sekitar 278-9 M: dengan demikian, ini 
mengisyaratkan bahwa Diophantus hidup pada abad ke-3 M, dan tahun yang 
lazim dikaitkan dengan kehidupannya oleh karena itu adalah 250 M. 
Penanggalan yang bersifat tentatif tersebut belakangan ini diragukan 
kembali, Berdasarkan kajian terhadap sebuah karya yang berjudul Definitians 
of Terms of Geometry, yang awalnya dianggapkan merupakan karya Heron 
dari Alexandria, sejarawan matematika Wilbur R. Knorr menyimpulkan 
bahwa karya tersebut sebenarnya ditulis oleh Diophantus. Gaya teks karya itu 
sangat mirip dengan gaya Diophantus: Knorr menarik benang merah bahwa 
dedikasi terkait karya Anatolius yang disebutkan oleh Psellus adalah untuk 
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seorang Diophantus yang lain. Jadi, terdapat kemungkinan bahwa Diophantus 
hidup sezaman dengan Heron dari Alexandria, atau bahkan mungkin 
pendahulunya. 

Karya Diophantus, Arithmetica, pada kenyataan, adalah satu-satunya 
aljabar Yunani yang masih terpelihara hingga kini. Secara cukup sesuai, 
sebuah permasalahan aljabar, dalam bentuk epigram (tulisan ringkas pada 
batu nisan) yang sampai kepada kita, menerangkan tentang kehidupan 
Diophantus. meski permasalahan tersebut, yang diberikan di bawah ini, jauh 
lebih sederhana daripada yang biasa dibahas oleh Diophantus. 

Pada seperenam hidupnya, Diophantus adalah seorang bocah laki-laki 

Seperdua belas bagian selanjutnya, dia memiliki janggut, dan menikah 

setelah sepertujuh selanjutnya. Lima tahun kemudian dia mempunyai 

seorang anak laki-laki. Anak laki-laki itu hidup hingga hanya setengah 
hidup ayahnya. dan Diophantus meninggal dunia empat tahun kemudian 
Jika x adalah usia saat Diophantus wafat, maka persamaan untuk masalah df 
atas adalah 
ty tingixngStixt4=x 
& 12 7 2 
dan dengan demikian dia hidup sampai dengan usia x = 84, tetapi pada tahur 


berapa atau bahkan abad keberapa dia hidup tidak dapat diketahui. 


Karya besar yang menjadi sandaran reputasi Diophantus adalah 
Arithmetica, yang dapat dideskripsikan sebagai risalah paling awal yang 
dicurahkan bagi aljabar. Hanya enam buku dari tiga belas buku yang bertahan 
sampai saat ini; buku-buku yang tidak selamat tampaknya hilang pada masa 
yang sangat awal, mungkin sebelum abad kesepuluh, karena tidak terdapat 
petunjuk bahwa bangsa-bangsa Arab memilikinya. Tentang karya-karya lain 
yang dikaitkan dengan Diophantus, kita tidak mengetahui sedikit saja kecuali 


judul-judulnya. Penggalan-penggalan dari suatu kajian tentang bilangan- 


bilangan poligonal telah sampai kepada kita, dan Arithmerica mengisyaratkan 
eksistensi sekumpulan teorema yang disebut sebagai The Porisms, tetapi ini 
hilang seluruhnya. 

Seperti Papirus Rhind, Arithmetica adalah kumpulan masalah-masalah 
tersendiri, keseluruhannya 189. beserta solusi-solusinya. Maksud yang jelas 
dari karya tersebut adalah untuk mengajarkan metode penyelesaian masalah- 
masalah tertentu di mana pembaca dimintakan untuk mencari bilangan- 
bilangan rasional yang memenuhi kondisi-kondisi yang telah diketahui 
Pertama. pembahasan tentang notasi, Sebelum Diophantus, aljabar bersifat 


3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


9:57 YAN 


< Library = Hal 4. 26 


4.26 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA 6 


retorik, dalam kata-kata lain, hasil-hasilnya dicapai dengan argumen verbal 
tanpa merujuk kepada simbol-simbol atau singkatan-singkatan apa pun. Salah 
satu dari kontribusi utama Diophantus adalah “simkopasi” pada aljabar. 


“Aljabar sinkopasi,” demikian disebut, lebih merupakan sebentuk cara tulis 
singkat untuk menuliskan kuantitas-kuantitas dan operasi-operasi yang 
banyuk sekali digunakan daripada sebagai simbolisme abstrak dalam 
pemaknaan kita. Diophantus memiliki singkatan-singkatan stenografik untuk 
apa yang tidak diketahui. perpangkatan berurutan dari yang tidak diketahui 
itu hingga pangkat keenam, persamaan, pengurangan, dan bilangan-bilangan 
kebalikan. 

Karena sebagian besar dari masalah dalam Arithmetica meminta 
pembedaan sejumlah kuantitas, Diophantus bekerja dalam kendala 
ketidakcukupan notasi yang serius, Karena ketiadaan simbol selain < untuk 
melambangkan variabel-variabel, dia terpaksa untuk mereduksi semua 


permasalahan, betapa pun rumitnya, ke persamaan-persamaan dalam satu 
yariabel, Dia melambangkan kuantitas-kuantitas lain yang tidak diketahui 
dalam kaitannya dengan simbol tunggal tersebut. atau dia memberikan 
kepada mereka nilai-nilai arbitrer yang sesuai dengan kondisi-kondisi 
permasalahannya, Semua eliminasi itu dilakukannya di awal, sebagai 
pengantar menuju kerja sesungguhnya 

Hanya jawaban-jawaban rasional positif yang diterima, dan Diophantus 
merasa puas saat dia telah menemukan satu solusi tunggal. (Tidak berbeda 
baginya apakah penyelesaian itu bulat atau rasional.) Diophantus tidak 
memiliki konsep untuk kuantitas-kuanutas negatif. meski dia membolehkan 
pengurangan sebagai suatu operasi. Oleh karena itu, dalam Soal 2 dari Buku 
V, kita menemukan desknpsinya untuk persamaan 4x + 20 = 4 sebagai 
“absurd,” karena itu akan mengarah kepada solusi yang “mustahil” x = —4, 
Sebagaimana dituturkannya, “Bilangan 4 ita seharusnya suatu bilangan yang 
lebih dari 20.” Dari kajian pada karya ini tampak bahwa metode-metode yang 
diterapkannya berbeda-beda dari kasus ke kasus, dan tidak terdapat jejak 
suatu teori yang sistematis dalam karyanya, Masing-masing soal 


menuntutkan teknik khususnya sendiri, yang seringkali tidak berlaku bahkan 
untuk masalah-masalah yang paling berkaitan erat sekalipun 
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AS LATIHAN 


= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Jelaskan tentang kehidupan Eratosthenes dan sebutkan beberapa 
kontribusinya bagi ilmu pengetahuan! 

2) Jelaskan tentang kehidupan Archimedes dan sebutkan beberapa 
kontribusinya bagi ilmu pengetahuan, khususnya matematika! 

3) Jelaskan tentang Apollonius dari Perga dan kontribusinya bagi ilmu 
pengetahuan! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Eratosthenes (276-194 S.M.) lahir di Cyrene. Dia belajar di Akademi 
Plato di Athena dan saat menginjak usia 30 tahun dia diundang ké 
Alexandria oleh Raja Ptolemy ITI untuk bekerja sebagai tutor bagi putra 
mahkotanya. Akhimya, Eratosthenes mendapatkan jabatan sebagai 
kepala perpustakaan di Museum selama 40 tahun terakhir hidupnya, 
Kontribusi Eratosthenes bagi ilmu pengetahuan antara lain: buku tiga 
volume berjudul Geographica: solusi untuk permasalahan Delos tentang 
penggandaan kubus dengan bantuan alat mekanik yang disebut 
mesolabium: penemuan metode untuk mencari bilangan-bilangan prima; 
cara praktis untuk mengestimasi keliling Bumi 

2) Archimedes (sekitar 287-212 S.M.) hidup satu atau dua generasi setelah 
Euclid dan sezaman dengan Eratosthenes. Dia adalah putra dari 
astronom Phidias dan lahir di Syracuse, Dia berhubungan secara teratur 
dengan beberapa ilmuwan di Museum Alexandria meski menghabiskan 
sebagian besar masa produktifnya di Syracuse, di bawah perlindungan 
Raja Hieron, untuk melakukan penelitian dan eksperimen, Dia 
merancang pertahanan di kota Syracuse selama perang Punik II (218-201 
S.M.) dan dikisahkan bahwa dia meninggal terbunuh oleh seorang 
prajurit pada saat kota itu akhirnya berhasil ditaklukan oleh bangsa 
Romawi 
Kontribusi Archimedes bagi matematika antara lain: risalah On the 
Sphere and Cylinder, risalah The Measurement of a Circle yang memuat 
nilai Archimedes untuk 7t; sistem notasi “penghitung pasir” Archimedes; 
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3) 


risalah On Spirals, risalah Quadrature of a Parabola, dan, risalah The 
Method of Treating Mechanical Problems 

Apollonius hidup pada periode 300 hingga 200 S.M., sezaman tetapi 
lebih muda daripada Archimedes. Dia lahir di kota Perga. Saat masih 
remaja, dia pergi ke Alexandria dan menctap di sana selama bertahun- 
tahun untuk mengajar dan menyusun konsep awal dari karya terkenalnya 
Conics. Selanjutnya, Apollonius pindah ke Pergamum. 

Kontribusi Apollonius bagi ilmu pengetahuan antara lain: 11 karya 


matematis meski hanya 2 yang bertahan, dan dia khususnya termasyhur 


karena Conics. Selain itu, dia pun berkontribusi pada bidang optik dan 
astronomi. terutama teori tentang planet-planet, 


RANGKUMAN 


Eratosthenes (276-194 S.M), salah seorang yang paling 
berpendidikan pada masa kuno, menulis dengan kecendikiaan yang 
beraneka ragam dan menghasilkan karya-karya dalam bidang geografi, 
filsafat, sejarah, astronomi, matematika, dan kritik kesusastraan, dan 
bahkan karya puisi, 

Claudius Ptolemy dari Alexandria (100-170 M) memberi kontribusi 
bagi astronomi layaknya Euclid bagi geometri. Dengan menggunakan 
kekuatan hebat sintesis dan pemaparan pemikiran jenius sejati, Ptolemy 
mereduksi karya-karya para pendahulunya menjadi perkara “ketertarikan 
historis” yang hanya berpeluang kecil untuk tetap lestari. 

Karya Archimedes (sekitar 287-212 S.M.) menjadi perlambang 
matematika Alexandria. Dia dianggap sebagai orang jenius kreatif paling 
hebat pada masa kuno. Karya-karya Archimedes tidak pernah populer 
pada zaman kuno karena Archimedes bertujuan untuk menghasilkan 
risalah-risalah lingkup terbatas yang dialamatkan kepada para 
matematikawan terkemuka saat itu. Keahlian Archimedes beserta 
pengetahuan teoretisnya memungkinkan dia untuk menciptakan 
sekumpulan alat berguna, 

Apollonius termasyhur karena karyanya, Conies. Pembahasan 
Apollonius tentang teori kerucut sedemikian dikagumi hingga dialah, 
bukan Euclid, yang pada zaman kuno mendapatkan gelar Ahli Geometri 
Besar 

Sejak masa ditemukannya bilangan irrasional, matematika Yunani 
telah berpaling dari pendekatan yang bersifat aritmetik murni. Salah satu 
akibatnya adalah bahwa semua permasalahan aljabar dikemas dalam 
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bingkai geometrik yang rancu dan tidak fleksibel. Karya Diophantus, 
Arithmetica, suatu risalah paling awal yang dicurahkan bagi aljabar, 
adalah satu-satunya aljabar Yunani yang masih terpelihara hingga kini. 


Z TES FORMATIF 2 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Jelaskan tentang Geographica karya Eratosthenes! 

2) Sebutkan dua karya Claudius Ptolemy yang terkenal berikut bidang yang 
dikaji dalam masing-masingnya! 

3) Jelaskan mengapa karya-karya matematis dari Archimedes tidak pernah 
populer pada zaman kuno, misalnya saat dibandingkan dengan Elements 
karya Euclid! 

4) Jelaskan perbedaan pandangan Apollonius dan para ahli geometri 
sebelumnya tentang bagaimana irisan-irisan kerucut dihasilkan! | 

5) Sebutkan karya terkenal dari Diophantus, topik yang dibahas di 
dalamnya, dan dalam bentuk apa topik itu disajikan! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar; 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2 | 


, Jumlah Jawaban yang Benar , 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
< 70% — kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan modul selanjutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 
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Kunci Jawaban Tes Formatif 


Tes Formatif 1 


È) 


5) 


Karena gerbang utama dari institusi belajar tersebut berhiaskan patung- 
patung Muses, para dewi penjaga seni dan ilmu pengetahuan dalam 
mitologi Yunani; Museum pada awalnya dimaksudkan sebagai institusi 
unuk penelitian dan pengembangan pengetahuan, daripada untuk 
pendidikan. Pada puncaknya pusat pembelajaran ini memiliki beberapa 
ratus ilmuwan ahli dan menarik banyak siswa untuk belajar di sana. Di 
Museum, sains dan matematika berkembang hingga mencapai 
kesuksesan luar biasa, yang sebanding kesuburannya dengan periode dari 
Kepler hingga Gauss (1600-1850 M). 

Mereka memiliki waktu luang untuk menyelenggarakan studi; memiliki 
akses ke perpustakaan-perpustakaan terbaik; dan, memiliki kesempatan 
untuk mendiskusikan berbagai hal dengan para ahli lainnya. 
Naskah-naskah secara resmi dicari dari berbagai penjuru dunia, dan 
diperoleh kemudian diperbanyak secara ketat oleh agen-agen yang 
ditugaskan untuk meminjam karya-karya tua dan menyalinnya—jika 
buku-buku itu tidak bisa diperoleh dengan cara lain. Selain itu, para 
pengelana yang singgah ke Alexandria harus memberikan buku apa saja 
yang belum ada di perpustakaan. 

Elements of Geometry disusun berdasarkan pengaturan logis teorema- 
teorema dan pengembangan bukti-bukti. Di dalamnya, Euclid 
menggabungkan kumpulan temuan terpisah menjadi sistem deduktif 
tunggal yang didasarkan pada sekumpulan postulat, definisi, dan 
aksioma awal. 

Buku l: geometri bangun-bangun rektilincar; Buku II: proposisi- 
proposisi aljabar: Buku UI: geometri lingkaran-lingkaran; Buku IV: 
segibanyak-segibanyak yang terlukis dengan tali busur lingkaran: Buku 
V: teori proporsi-proporsi; Buku VI: bangun-bangun yang sebangun: 
Buku VII-X: teori bilangan: Buku XT-XII: geometri bangun ruang, dan, 
Buku XIII: proposisi-proposisi aljabar 
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Tes Formarif 2 


1) 


4) 


5) 


Buku Geographica adalah usaha ilmiah pertama yang menempatkan 
studi geografi pada dasar matematika yang kuat. Di dalamnya dibahas 
argumen-argumen untuk bumi yang berbentuk bola dan menjelaskan 
posisi dari berbagai daratan yang dikenal dunia pada saat itu. Meski 
petanya didasarkan pada apa yang Eratosthenes dengar dan spekulasinya, 
tetapi ia merupakan peta dunia paling akurat yang pernah ada sampai 
saat itu dan yang pertama menggunakan garis meridian bujur dan garis- 
garis lintang sejajar 

Dua karya Ptolemy yang terkenal adalah Syntavis Mathematica atau 
Almagest yang mengkaji tentang astronomi, Satu karya besar lainnya, 
untuk meringkas pengetahuan 
at 


Geographike Syntaxis, merupakan upay 


geografis tentang dunia yang dapat dihuni di Bumi yang diketahui 
itu, yaitu benua-benua Eropa, Asia, dan Afrika. 

Euclid menyusun materi-materi yang ada saat itu ke dalam Elements 
sebagai risalah sistematis untuk dipahami oleh sebarang siswa terdidik? 
sedangkan Archimedes bertujuan untuk menghasilkan risalah-risa 
‘lingkup terbatas” yang dialamatkan kepada para matematikawai 


terkemuka saat itu. | 
Para ahli geometri sebelum Apollonius menjelaskan bahwa 1risan-irisam 
kerucut dihasilkan dari tiga jenis kerucut lingkaran tegak, yang 
dibedakan oleh sudut-sudut pada puncak-puncaknya. Mereka memotong 
dengan menggunakan bidang yang tegak lurus terhadap garis pelukisnya. 
Di sisi lain, Apollonius menunjukkan bahwa ketiga jenis kurva tersebut 
(parabola, hiperbola, elips) dapat dihasilkan dari sebarang kerucut hanya 
dengan membeda-bedakan kemiringan di mana bidang yang memotong 
kerucut bertemu garis pelukis kerucut tersebut. 

Karya yang terkenal dari Diophantus adalah Arithmerica, Buku ini 
merupakan risalah paling awal yang membahas tentang aljabar—satu- 
satunya aljabar Yunani yang masih bertahan sampai kini. Avithmetica 


disajikan dalam bentuk kumpulan masalah-masalah tersendiri, 
keseluruhannya 189, beserta solusi-solusinya 
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MODUL 5 
Matematika Periode Renaissance 


Prof. Dr. Wahyudin, M.Si. 
[== PENDAHULUAN 


eriode yang mengikuti akhir kejayaan peradaban Yunani dan Romawi 

disebut periode pertengahan, atau Zaman Pertengahan. Pada masa 
tersebut, bangsa China, India, dan umat Islam mengalami kemajuan dalam 
matematika, sedangkan bangsa-bangsa di Eropa sedang terlarut selama 
beberapa abad untuk merenungkan pertanyaan-pertanyaan religius mereka. 
Otak-otak hebat mengerumuni pertanyaan-pertanyaan besar, dan selama 
periode pertengahan, pertanyaan-pertanyaan besar yang diajukan di Eropa 
adalah tentang Kristianitas, Oleh karena itu, tidaklah mengherankan bahwa 
beberapa kemajuan dalam matematika dalam jumlah sedikit yang terjadi di 
sana dibuat oleh kalangan gereja. | 

Dua di antara tokoh-tokohnya yang terkenal adalah Bede (ca. 673-735), 
dan Gerbert dari Aurillac (ca. 940-1003) yang kemudian menjadi Popé 
Sylvester Il. Namun, betapa pun mereka mengabdikan diri pada ilmu 
pengetahuan, Bede dan Gerbert dihadapkan pada posisi yang sukar: sekolah 
pendidikan tinggi di dunia Barat hampir tidak ada, jadi membangkitkan 
kembali ilmu pengetahuan berarti, pertama dan utamanya, mengadakan suatu 
Sistem pendidikan tinggi. Lebih mudahlah merintis kelahiran kembali—suatu 
“renaissance'—pembelajaran dan ilmu pengetahuan dengan menggunakan 
pusat-pusat belajar yang sudah ada serta membiarkan pengetahuan dan insan 
terdidik menyebar dari sana. 

Dengan awalan dari Zaman Pertengahan, kajian Matematika Periode 
Renaissance ini dimulai dengan bahasan sekilas tentang Abad Perterjemahan 
(ca. 1100-1300) di Eropa dan Leonardo dari Pisa, pada Kegiatan Belajar 1, 
sebagai jalan pembuka dan tokoh perintis yang mengantarkan Eropa bangkit 
kembali dalam matematika. Selanjutnya, Kegiatan Belajar 2 membahas 
tentang keadaan Eropa pada abad ke-14 dan ke-15, tiga ahli aljabar Italia 
Pacioli. del Ferro, dan Tartaglia—dan dua tokoh penting lainnya, yaitu 
Cardano dan Bombelli, Akhirnya, pada Kegiatan Belajar 3 dibahas perihal 
solusi untuk persamaan pangkat empat, khususnya kontribusi matematikawan 
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Fe . dan catatan tambahan tentang kisah persamaan pangkat lima, terkait 
Ruffini, Abel, dan Galois 
Setelah menyelesaikan modul ini, Anda diharapkan mampu untuk: 
I. menjelaskan esensi kontribusi dari Leonardo dari Pisa (Fibonacci) 
sebagai tonggak renaissance dalam matematika. 
2, menyebutkan beberapa matematikawan dan kontribusi mereka 
dalam perkembangan matematika periode renaissance. 
menjelaskan ketertarikan dan kecenderungan perkembangan matematika 
pada periode Renaissance. 
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KEGIATAN BELAJAR 1 


Menuju Matematika Eropa Periode Renaissance 


p= Islam memiliki sejumlah keuntungan besar, Pertama, Qur'an 
menuntutkan bahwa setiap muslim harus mampu membacanya, 
sehingga budaya baca-tulis—dan meluas dari sana, pendidikan—menjadi 
bagian dari latar budaya. Salah satu keuntungan besar lainnya dari dunia 
Islam adalah keragaman: para pemimpin politik di dunia Islam umumnya 
adalah bangsa Arab, tetapi mereka memimpin penduduk dari bangsa-bangsa 
Persia. Turk, dan bangsa-bangsa non-Arab lainnya. serta juga banyak 
penduduk dari bangsa non-Muslim, seperti umat Yahudi dan Kristen. Para 
pemimpin Islam menyadari bahwa cara terbaik untuk memimpin penduduk 
yang beraneka ragam latar belakangnya adalah dengan bertoleransi terhadap 
perbedaan, dan mendorong para bawahan serta masyarakat mereka untuk 


| 
berbuat yang sama. Di sebagian besar wilayah yang mereka taklukkang 


populasi penduduk non-Muslim adalah kecil saja, tetapi di dua tempat L 
Sicilia dan Spanyol—tiga kebudayaan yaitu Yahudi, Islam, dan Kristen 
bersatu membentuk sesuatu yang lebih besar daripada masing-masingnya Ini 
bersifat sangat menentukan, karena karya-karya penting para ahli geometri 
Yunani Kuno berada di tangan orang-orang Arab dan kembali ke Eropa 
melalui tangan-tangan para penerjemah; dalam banyak Kasus, karya-karya 
tulis kuno dikenal hanya melalui salinan-salinan Arab. 


A. ABAD PERTERJEMAHAN DI EROPA 


Sejarawan matematika Carl Boyer menyebut abad ke-12 sebagai “abad” 
penterjemahan. karena banyak sekali prestasi besar abad itu berkisar di 
sekitar penterjemahan karya-karya matematika dari bahasa Arab ke dalum 
bahasa Latin (bahasa yang dapat dipahami oleh semua insan terpelajar di 
Eropa), Ini tampaknya sebuah sebutan yang sangat cocok, meski periode 
tersebut memiliki rentang lebih dari dua abad, di antara sekitar 1100 hingga 
sekitar 1300. 

Adelard dari Bath (circa 1116-1142) adalah penterjemah penting yang 
paling awal dari periode tersebut. Dilahirkan di Bath, Inggris, dia melakukan 
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Sejarawan matematika Carl Boyer menyebut abad ke-12 sebagai “abad” 
penterjemahan. karena banyak sekali prestasi besar abad itu berkisar di 
sekitar penterjemahan karya-karya matematika dari bahasa Arab ke dalum 
bahasa Latin (bahasa yang dapat dipahami oleh semua insan terpelajar di 
Eropa), Ini tampaknya sebuah sebutan yang sangat cocok, meski periode 
tersebut memiliki rentang lebih dari dua abad, di antara sekitar 1100 hingga 
sekitar 1300. 

Adelard dari Bath (circa 1116-1142) adalah penterjemah penting yang 
paling awal dari periode tersebut. Dilahirkan di Bath, Inggris, dia melakukan 
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perjalanan ke Perancis dan belajar di Tours dan kemudian mengajar di Laon. 
Dari sana, dia pergi ke Sicilia, dan barangkali di sanalah dia mengenal 
budaya Islam untuk pertama kalinya. Dipandu oleh minatnya, dia melakukan 
perjalanan ke Cicilia (di Asia Minor), Syria, Palestina, dan mungkin jauh 
sampai ke Spanyol, sebelum akhimya kembali ke Bath pada tahun 1130. 

Adelard menterjemahkan sejumlah karya Arab asli ke dalam bahasa 
Latin, termasuk tabel-tabel astronomis dari al Khwarizmi; dia pun menulis 
sebuah karya tentang perhitungan yang menggunakan sistem bilangan Hindu- 
Arab, yang barangkali didasarkan juga pada karya al Khwarizmi. Selain itu, 
dengan menggunakan salinan-salinan dalam bahasa Arab yang adu, dia 
menghasilkan terjemahan baik pertama dari karya Euclid ke dalam bahasa 
Latin. Untuk pertama kalinya sejak cra Romawi, karya fundamental geometri 
Yunani akhirnya dapat dibaca oleh para cendikiawan Eropa. 

Barangkali yang terhebat dari para penterjemah pada masa itu adalah 
Gerard dari Cremona (1114-1187), dilahirkan di Cremona, Italia, meski 
akhimya dia tinggal menetap di Toledo, Spanyol, Dia membuat sebuah 
terjemahan dari Euclid yang lebih baik dari Adelard; dia juga 
menterjemahkan Almagest karya Ptolemy dari salinan-salinan Arab, Selain 
Memperkenalkan kembali pengetahuan bangsa Yunani, Gerard juga 
menyebarkan kontribusi-kontribusi asli bangsa Arab, menterjemahkan 
Correction of the Almagest yang ditulis oleh Jibir dan Algebra oleh al 
Khwarizmi. 

Sebuah versi terjemahan yang lebih awal dan lebih populer untuk 
Algebra karya al Khwairizmi telah dibuat oleh Robert dari Chester, sekitar 
1125. Terjemahan ini tidak meliput keseluruhan karya tersebut; di Eropa 
yang Kristen, Robert dari Chester memandang bahwa dia sebaiknya 
membuang paragraf-paragraf pendahuluan, yang menyanjung Islam dan 
Khalifah al Ma'mun. Selain itu, dia juga tidak memasukkan setengah bagian 
terakhir buku tersebut. yang terkait dengan geometri praktis dan masalah- 
masalah geometri yang muncul dari sehimpunan hukum waris dalam Islam 
Akhirnya, banyak sekali dari masalah-masalah itu juga tidak dicakupnya 
Si 
Chester barangkali melihat sepertiga dari apa yang al Khwarizmi tuliskan 

Garapan Robert dari Chester menunjukkan salah satu kesulitan dalam 
penterjemahan. Bangsa Arab menggunakan kata Hindu jiva untuk setengah- 
tali busur Ptolemy; dalam bahasa Arab ini menjadi jiba, Bahasa Arab 
memiliki huruf-huruf untuk menunjukkan bunyi-bunyi vokal, tetapi pada 


ra keseluruhan, bangsa Eropa membaca yang membaca terjemahan 
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umumnya, kata-kata ditulis tanpanya (Quran adalah satu-satunya 
pengecualian besar: setiap bunyi vokal dalam Qur'an harus ditunjukkan) 
Oleh karena itu, jiba dituliskan dalam huruf-huruf Arab sebagai "j b.” Dalam 
terjemahannya, Robert dari Chester membacanya sebagai 
merupakan kata bahasa Arab untuk kata bahasa Inggris “bay”; oleh karena 
itu, dalam terjemahannya, dia menggunakan kata Latin untuk “bay”: sinus. Ini 
menjadi kata sinus dalam peristilahan kita. 


jaib, yang 


Satu edisi lain dari Euclid dibuat oleh Campanus dari Novarra (ca. 1225- 
1296), dilahirkan di Novarra, Italia, dan dipandang oleh rekan sezamannya 
Roger Bacon (ca. 1214-12949) sebagai salah satu dari empat cendikiawan 
terbaik pada masa itu, Karya Campanus lebih merupakan sebuah buku 
tentang geometri Euclid daripada sebagai terjemahan dari Euclid, dan 
karyanya tersebut dengan cepat menjadi edisi dari Euclid yang paling banyak 
dipelajari pada zaman pertengahan. Saat itu Barat belum siap untuk, 
menghasilkan lagi matematika yang asli mereka, tetapi fondasi-fondasinya 
telah dibangun 

Dua penterjemah lainnya layak untuk dicatatkan. Pertama, William dari 
Moerbeke (1220-1286), barangkali lahir di Moerbeke, Belgia. Did 
memberikan terjemahan-terjemahan pertama ke dalam bahasa Latin untuk 
banyak karya Aristoteles, dan terjemahan-terjemahan lebih baik untuk karyz 
karya Archimedes. Satu penterjemah Jainnya adalah John dari Holywood 
(1200-1256). Dalam sebuah trend yang segera menjadi populer, dia meh 
Latin-kan nama belakangnya, dan “Holywood” menjadi Sacrobosco, sebutan 
yang lebih dikenal untuknya pada masa kini. Meskipun barangkali dididik di 
Oxford, tetapi dia mulai mengajar di Universitas Paris sekitar tahun 1220 dan 
menetap di sana selama sisa hidupnya. Sacrobosco menulis sebuah karya 
tentang perhitungan dengan menggunakan sistem bilangan Hindu baru, 
Algorithms, yang segera menjadi salah satu risalah yang dibaca paling luas 


tentang metode-metode aritmetik. Pada tahun 1389, para calon peraih gelar 
sarjana di Universitas Vienna disyaratkan untuk telah selesai membaca 
Algorithms, yang menunjukkan bahwa, di antara hal-hal lainnya, sistem 
universitas ketika itu tidak memandang rendah pengetahuan logistik praktis. 
Dengan demikian, lebih dari selama dua abad, elemen-elemen kunci dari 
matematika modern memasuki Eropa. Dari geometri Yunani datang bukti 
deduktif. Dari aljabar Arab hadir alat bantu tangguh untuk menangani 
kuantitas-kuantitas variabel, Dari India muncul semangat besar melepaskan 
belenggu tradisi ukuran-ukuran yang dapat diperbandingkan secara 
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geometris. Selain pengenalan kembali matematika ini ke Barat, pusat-pusat 
belajar juga didirikan di sana: universilas-universitas, awalnya suatu istilah 
yang berarti koalisi orang-orang yang berkumpul bersama untuk satu tujuan, 
didirikan antara lain di Bologna (1158). Paris (1200). Padua (1222), Oxford 
(1214), dan Cambridge (1231). 


B. LEONARDO DARI PISA 


Leonardo Pisano Bigollo (ca. 1180-1250), atau Leonardo dari Pisa, 
pernah menyebut nama salah satu leluhurnya, Bonaccio, sehingga pada abad 
ke-19 dia dikenal sebagai Fibonacci (singkatan dari filius Bonaccio, “anak 
laki-laki dari Bonaccio”)—-meski nama tersebut tidak pernah digunakan 
selama hidupnya. Fibonacci adalah matematikawan terbesar pada Zaman 


Pertengahan. Dapat dikatakan bahwa kebangkitan kembali atau ‘renaissance’ 
Barat berawal sejak masanya. Leonardo lahir di Pisa sekitar tahun 1 180 dan 
mendapatkan pendidikan di Afrika Utaru, di mana ayahnya (bukan Bonaccio) 
bekerja sebagai saudagar. Sewaktu muda, Leonardo melakukan perjalanan 
jauh ke negara-negara di Mediterania, seringkali ke negara-negara yang 
dikuasai bangsa Arab, mengamati dan menganalisis sistem-sistem aritmetik 
yang digunakan dalam perdagangan di negara-negara berbeda. 


Sumber: Library of Congress 
Gambar 5.1: 
Leonardo Pisano, penulis Liber Abaci 


Leonardo segera menyadari keuntungan-keuntungan besar dari sistem 
desimal Hindu-Arab, dengan notasi nilai tempat dan simbol nolnya, 
dibandingkan sistem Romawi rancu yang masih digunakan di negaranya 
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sendiri. Sepulangnya ke Pisa pada tahun 1202, dia menulis karya terkenalnya 
Liber Abaci (Buku Perhitungan), di mana dia menjelaskan kelebihan- 
kelebihan dari sistem bilangan tersebut "supaya ras (pengguna bahasa) Latin 
tidak lagi awam tentang pengetahuan itu,” dan memperkenalkan sistem 
bilangan Hindu-Arab kepada para saudagar. Buku ini terdiri atas beberapa 
ratus halaman dengan banyak contoh untuk tiap konsep, meski konsepnya 
sangat sederhana sekali pun. Sebagian besar isinya membahas aritmetika 
perdagangan sehingga banyak sekali ruang dicurahkan untuk memecahkan 
masalah-masalah aljabar yang mungkin ditangani oleh para saudagar, 
termasuk konversi berbagai mata uang. Bab pertamanya dimulai dengan 
kalimat: 


Ini adalah sembilan lambang dari sistem India: 
98765 43 2 1 

Bersama sembilan lambang di atas, dan dengan tanda 0 ini ... sebarang 
bilangan dapat ditulis, seperti akan ditunjukkan di bawah ini. 


Terutama berkat edisi kedua dari kedua karya itulah, yang muncul pada tahun 
1228, umat Kristen di Eropa kemudian mengenal sistem bilangan Arab, | 

Namun demikian, terdapat penolakan keras terhadap penyebaran sistem 
bilangan baru tersebut. Pada tahun 1299, kota Florence mengeluarkan aturan 
yang melarang penggunaan sistem bilangan Arab dalam catatan jual-beli oleh 
para pelaku perdagangan, mengharuskan mereka untuk menggunakan sistem 
bilangan Romawi atau menuliskan keterangan-keterangan numerik secara 
lengkap. Peraturan ini tampaknya diberlakukan dengan mempertimbangkan 
sangat beragamnya bentuk dari angka-angka tertentu, beberapa di antaranya 
sangat berbeda dari yang digunakan dewasa ini, serta peluang terjadinya 
ambiguitas, kesalahpahaman, dan penipuan. Sebuah angka 0 dapat diubah 


menjadi 6 atau 9 dengan mudah, tetapi di sisi lain sukarlah seseorang 
memanipulasi bilangan Romawi 

Jika kita pun melihat kebingungan dan ketidakamanan yang ditimbulkan 
oleh angka O dalam pikiran orang awam, serta kelangkaan kertas yang cukup 
murah untuk dibuang setelah perhitungan selesai, maka mudahlah kita 
pahami mengapa diperlukan waktu sedemikian lama untuk pemberlakuan 
sistem bilangan Arab secara umum. 

Lebih lanjut, meski kita telah menyebut sistem bilangan kita saat ini 
sebagai sistem Hindu-Arab, namun asal-usulnya tidak jelas dan banyak 
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diperdebatkan. Teori yang paling luas diterima adalah bahwa sistem bilangan 
tersebut pertama kali muncul di India sekitar abad ketiga, dibawa ke Baghdad 
pada abad kedelapan, dan akhirnya disebarkan ke Eropa Barat melalui bangsa 
Moor Spanyol 

Sistem bilangan Arab tidak sepenuhnya baru bagi peradaban Eropa: 
Gerard telah membawa sistem tersebut dari Spanyol setengah abad lebih 
awal. Namun demikian, tidak satu pun buku-buku yang diproduksi 
sebelumnya menunjukkan keunggulan sistem itu dengan sedemikian banyak 
contoh dari setiap bidang dibandingkan sistem bilangan Romawi tradisional 
Buku Liber Abaci menyajikan hampir semua pengetahuan aritmetik yang ada 
pada masa Leonardo, termasuk banyak sekali sains Arab, dan memberikan 
inlerpretasi-interpretasinya sendiri tentang materi ini. Sebagai karya besar 
matematis dari Zaman Pertengahan, Liber Abaci tetap menjadi model dan 
sumber selama beberapa ratus tahun selanjutnya. Anehnya, meski Liber 
Abaci telah beredar secara luas dalam bentuk naskah, tetapi ia tidak dicetak 
di Italia sebelum tahun 1857, dan barulah diterjemahkan ke dalam bahasa 
Inggris pada tahun 2002. 

Di dalam Liber Abaci Leonardo menggunakan pecahan seksagesimal, 
pecahan satuan, dan pecahan biasa. Nilai-nilai pecahan mendahului bilangan 


bulat: jadi, saat kita menuliskan 137 . Leonardo menulis 513. Dia 


menemukan sistem pecahan-pecahannya sendiri, yang dia gunakan di 
sepanjang karyanya tersebut. Satu ciri kuncinya adalah bahwa pecahan- 


Ss? 


pecahan biasa ditulis sebagai penjumlahan hasilkali-hasilkali: jadi TE 


b 1 7 
mewakili + — + —. Manfaat dari sistem ini tampaknya berlapis 
2-6-20 6-10 10 p 


dua. Alasan utamanya dapat diilustrasikan sebagai berikut: suatu jumlah 
kuantitas yang menggunakan satuan-satuan yang beragam, misalnya 5 yard, 2 


62 
5 yard 
123 `“ 


Satu alasan lainnya yaitu bahwa sistem tersebut menyederhanakan 
pembagian. Prosedur pembagian Leonardo melibatkan aturan-aturan, yang 
terdiri atas suatu pembagi yang difaktorkan: dia mengkhususkan beberapa 


halaman untuk penemuan aturan-aturan. Misalnya, untuk membagi 75, 
100 
aturannya adalah — 


55 
75: 


kaki, 8 inci, dapat dituliskan sebagai 


karena 3 - 5 - 5 adalah 75. Untuk membagi 749 oleh 
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Bagilah 749 oleh 3, memperoleh 249 dan sisa 2; tempatkan 2 ini di 
atas 3, dan bagi 249 oleh 5, bilangan setelah 3, memperoleh 49 dan 
sisa 4: tempatkan sisa ini di atas 5, kemudian bagi 49 oleh 5 yang 
kedua, menghasilkan 9 dan sisa 4; tempatkan 4 ini di atas 5, dan 
tempatkan 9 setelah pecahan itu, dan dengan demikian kita 


24 
memperoleh hasil dari pembagian tersebut, yaitu 255 9. 


Dalam peristilahan kita, hasil tersebut adalah 9 + 2 + = h 
5 55" 355 
Kontribusi bangsa Arab bagi para matematikawan Eropa khususnya 
tampak dalam bagian-bagian aljabar dalam Liber Abaci: banyak dari 
permasalahan itu diambil secara langsung dari karya seorang matematikawan 
Arab, Abu Kamil. Leonardo mengangkat permasalahan yang tidak asing lagi 
seperti 

Masalah: Singa, Macan Tutul, dan Beruang: Seekor singa 
memakan seckor domba dalam waktu 4 jam, macan tutul memakan 
domba dalam waktu 5 jam, dan beruang selama 6 jam: jika seckog 
domba dilemparkan kepada hewan-hewan tersebut, dalam waktu 

berapa jam domba itu akan habis disantap? 


Pemecahan Leonardo untuk masalah ini tampak menarik, karen 
prosedurnya menghindari penerapan pecahan-pecahan sebelum pada bagian 
akhir 

Solusi: Misalkan mereka menyantap domba-domba selama 60 jam. 
Dalam waktu itu. singa memakan 15 domba, macan tutul 12. dan 
beruang 10 domba, sehingga jumlah seluruhnya dimakan 37 domba. 
Jadi dalam 60 jam, mereka memakan 37 domba. Berapa lama 
diperlukan untuk menyantap satu ekor domba? Kalikan | dengan 60. 


dan bagilah oleh 37, yang menghasilkan 2 1 jam. 


Selain karya besarnya Liber Abaci, Leonardo pun membuat satu karya 
Jain yang juga penting, yaitu Liber Quadratorwm, atau Buku Kuadrat, yang 
dicurahkan sepenuhnya untuk membahas persamaan-persamaan Diophantus 
yang berpangkat dua. Dalam dedikasinya, dia menyebutkan bahwa dirinya 


bergabung dengan jajaran cendikiawan bagi Kaisar Frederick IT dan bahwa 


salah satu penasehat Frederick. yaitu John dari Palermo, pada kesempatan itu 
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mengajukan sejumlah masalah sebagai ujian terhadap keahlian matematis 
Leonardo, Salah satu masalahnya meminta Leonardo untuk menemukan 
sebuah bilangan untuk mana “menurunkan” atau “menaikkan” kuadratnya 
sebesar 5 akan juga memberikan suatu bilangan kuadrat sebagai hasilnya. 
Perlu diketahui bahwa masalah itu tidak asli dari John dari Palermo 
sendiri, tetapi telah diselidiki oleh para penulis Arab yang tentu tidak asing 


lagi bagi Leonardo, yang memberikan jawaban yang tepat. yaitu = 


(Ds), Pan 


Dengan mengkaji masalah di atas dan permasalahan lain yang terkait 
dengannya, Leonardo dari Pisa, yang juga dikenal sebagai Fibonacci ini, 


menuliskan karya pentingnya Liber Quadratorum tersebut 


WT LATIHAN 


== | 
== 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, | 
kerjakanlah latihan berikut! 


l) Berdasarkan pemahaman Saudara tentang gagasan-gagasan umum dari 
materi dalam modul ini, simpulkan dan jelaskan dua peran pendidikan 
tinggi bagi kebangkitan kembali ilmu pengetahuan dalam peradaban 
Eropa! 

2) Sebutkan lima institusi pendidikan tinggi yang paling awal didirikan di 
Eropa beserta tahun berdirinya! 

3) Sebutkan dua karya terkenal dari Leonardo Pisano Bigollo! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Jawaban mungkin beragam, tetapi pada dasarnya 
a) Pusat-pusat pembelajaran dalam sistem pendidikan tinggi 
memberikan jalan bagi terkumpulnya bahan-bahan ilmu 
pengetahuan untuk dijadikan bahan pengajaran, referensi, dan 
kajian/penelitan. Bagi kebangkitan ilmu pengetahuan di Eropa pada 
zaman pertengahan, ini terutama karya-karya bangsa Yunani yang 
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saat itu sebagian besar tersedia dalam versi terjemahan bangsa Arab, 
yang kemudian mereka terjemahkan ke dalam bahasa Latin. 

b) Pusat pembelajaran dalam sistem pendidikan tinggi melahirkan 
insan-insan terdidik yang kemudian dapat berperan sebagai agen- 
agen penyebaran ilmu pengetahuan, 

2) Universitas-unive yang didirikan di Bologna (1158), Paris (1200), 

Padua (1222), Oxford (1214), dan Cambridge (1231), 

3) Leonardo Pisano Bigollo, atau Leonardo dari Pisa, atau Fibonacci 
menulis antara lain dua karya terkenalnya yaitu Liber Abaci dan Liber 

Quadratorum 


RANGKUMAN 


Pada Zaman Pertengahan, bangsa China, India, dan umat Islam 
ami kemajuan dalam matematika, sedangkan bangsa-bangsa di 
Eropa sedang terlarut selama beberapa abad untuk merenungkan 
pertanyaan-pertanyaan religius mereka. Di dunia Barat saat itu hampir 
tidak ada sekolah pendidikan tinggi: padahal, kebangkitkan kembali atau 
“renaissance” ilmu pengetahuan utamanya adalah mengadakan suatu 
sistem pendidikan tinggi. 

Leonardo dari Pisa (ca. 1180-1250) adalah matematikawan terbesar 
pada Zaman Pertengahan, Dapat dikatakan bahwa renaissance peradaban 
Barat berawal sejak masanya. Karya terkenal Leonardo adalah Liher 
Abaci yang menyajikan hampir semua pengetahuan aritmetik yang ada 
pada masa itu, termasuk banyak sekali sains Arab, dan interpretasi- 
interpretasinya, Karya ini tetap menjadi model dan sumber selama 
beberapa ratus tahun selanjutnya. Selain Liber Abaci, Leonardo pun 
membuat satu karya lain yang juga penting. yaitu Liber Quadratorum, 
dicurahkan sepenuhnya untuk membahas persamaan-persamaan 
Diophantus yang berpangkat dua 


A TES FORMATIF 1 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Jelaskan tentang "abad penterjemahan” menurut Carl Boyer. Kemudian, 
sebutkan rentang sebenarnya dari periode penterjemahan tersebut 

2) Sebutkan paling sedikit 5 penulis terkenal dari Abad Penterjemahan di 
Eropa! 
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3) Jelaskan mengapa sistem bilangan Hindu-Arab pernah ditolak 
penggunaannya dalam catatan jual-beli oleh para pelaku perdagangan di 
kota Florence! 

4) Jelaskan sebuah teori luas diterima tentang asal-usul sistem bilangan 
Hindu-Arab! 

5) Sebutkan dua karya terkenal dari Fibonacci dan kandungan utama di 
dalamnya! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif | yang 
terdaput di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1. 


. Jumlah Jawaban yang Benar 
Tingkat penguasaan = x100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% aik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar |, terutama bagian yang 


belum dikuasai. 


pe 
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Renaissance dalam Matematika: 
Cardan dan Tartaglia 


A. EROPA ABAD KEEMPAT BELAS DAN KELIMA BELAS 


Jika abad ketiga belas dapat dipandang sebagai titik puncak Eropa zaman 
pertengahan, maka barangkali abad keempat belas adalah titik terendahnya. 
Meskipun abad ke-13 telah memberikan harapan besar bagi masa depan, 
tetapi banyak peristiwa berpadu menjadikan abad berikutnya suatu periode 
yung hampir segelap periode selepas keruntuhan Romawi. Persoalannya 
adalah sebab-sebab klasik kehancuran dunia; kelaparan, wabah penyakit, 
perang, dan kematian. Abad keempat belas dibuka dengan serangkaian hujan 


deras yang sedemikian terus menerus dan meluas hingga para sejarawa 


membandingkannya dengan banjir besar dalam kisah Nabi Nuh. Iklim saal 
itu tidak saja menjadi lebih basah, tetapi juga akhirnya lebih dingin secara 
signifikan, dalam periode yang pernah disebut Zaman Es Kecil. | 

Efek berantainya adalah bencana gagal panen dan kelaparan sehinggd 
tingkat kematian meningkat drastis di kota-kota, beberapa di antaranya 
kehilangan sepuluh persen penduduk dalam waktu enam bulan. Orang-orang 
yang menderita kekurangan gizi Jebih rentan terhadap penyakit. Penduduk 
yang ketika itu dilanda kelaparan selanjutnya dilanda bencana yang lebih 
buruk, Wabah Hitam—disebut, the Black Death. Wabah ini merupakan 
wabah bubonik, dibawa oleh tikus-tikus cokelut—khususnya oleh kutu 
parasit pada tikus cokelat—dan mudah menyebar dalam kondisi-kondisi yang 
kotor dan berpenduduk padat di kota-kow zaman pertengahan. Pecahnya 
wabah itu mencapai wilayah Mediterania pada tahun 1347, melalui perahu- 


perahu Italia dari Crimea, pusat pelabuhan di Laut Hitam. Penyakit tersebut 
menyebar ke berbagai penjuru Eropa Barat, menyerang Perancis pada tahun 
1348 dan sampai ke Inggris tahun berikutnya. Pengetahuan kedokteran kala 
itu belum memadai, tidak ada yang dapat dilakukan untuk memberantas 
wabah tersebut, Wabah Hitam berlangsung paling buruk selama tiga tahun, 
dan bahkan setelah masa terburuk itu berlalu, ia kembali dan kembali lagi 
dengan tingkat serangan lebih rendah pada selang waktu 12 hingga 15 tahun 
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sampai pada akhir abad ketujuh belas. Wabah Besar di London tahun 1665 
adalah wabah bubonik terakhir yang terjadi di Inggris. 

Tanpa adanya statistik yang terpercaya tidaklah mungkin kita membuat 
taksiran kuat tentang jumlah kematian yang mengerikan saat itu. Di kota 
Paris, dikisahkan, Jebih dari 800 orang meninggal karena wabah itu setiap 
hari, dan di Avignon 10,000 orang dimakamkan dalam satu kuburan masal 
selama enam minggu pertama. Beberapa angka yang kita miliki menunjukkan 
bahwa di beberapa kota setengah. umumnya barangkali sepertiga, dari 
populasi meninggal dunia, sedangkan daerah-daerah lainnya sama sekali 
tidak Jagi berpenduduk. Kekurangan pangan diperburuk oleh penyakit di 
daerah-daerah pertanian. Di Montpellier, Perancis, sedemikian banyak 
penduduk wafat hingga para pemimpin di sana mengundang repopulasi dari 
berbagai wilayah sampai jauh ke Italia, Orang-orang yang terutama dalam 
ebahaya adalah mereka yang pekerjaannya menuntut mereka untuk tetap 
tinggal di kota-kota yang dilanda wabah: para pejabat yang mencoba untuk 


mengatur pemerintahan, dokter dan biarawan yang tinggal untuk menolong 
flan menghibur warga di ambang kematian, serta para cendikiawan yang terus 
melakukan studi. Mereka pun banyak sekali yang meninggal dunia: dan 
Masyarakat. kehilangan pemimpin-pemimpin alamiah mereka, terguncang 
dan tidak stabil selama puluhan tahun berikutnya. 

Awan peperangan juga mewarnai abad yang kelabu ini. Salah satu yang 
paling terkenal dari perang-perang pada masa itu adalah invasi Inggris ke 
Perancis yang berlangsung dari tahun 1338 hingga 1452, disebut “Perang 
Seratus Tahun”. Daftar penyebab keguncangan peradaban itu ditambah pula 
dengan pemberontakan sosial pertama yang dilakukan oleh penduduk desa 
dan warga perkotaan miskin, Pemberontakan brutal terjadi di Flanders tahun 
1323-1328, di Perancis bagian utara tahun 1358, dan di Inggris pada tahun 
1381. 

Umat manusia pada abad keempat belas memandang masa depan 
sebagai serangkaian keburukan tanpa akhir: keputus-asaan dan kekalahan di 
mana-mana mengalahkan keyakinan diri dan harapan. Namun demikian, 
kehancuran total yang mengancam peradaban Barat tidak pernah terjadi. Pada 
sekitar tahun 1450, bencana-bencana perang,wabah. dan kelaparan telah 
semakin berkurang hingga populasi meningkat, mengisi kehilangan sejak 
tahun 1300, dan kota-kota mulai berkembang lagi dengan cepat. 
Kemakmuran kembali mungkin untuk dikejar asalkan tatanan masyarakat 
dapat dipulihkan. Sebagian besar orang di Eropa Barat telah teryakinkan 
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bahwa masalah yang timbul dari monarki yang kuat tidak separah masalah 
dari pemerintahan yang lemah, sehingga pemberontakan lebih berbahaya 
bagi masyarakat dibandingkan tirani kerajaan. Oleh karena itu, setelah dua 
abad kekacauan, keamanan politik terwujud lagi dengan munculnya 
“monarki-monarki baru” antara lain Louis XI di Perancis (1461), Ferdinand 
dan Isabella di Spanyol (1477), dan Henry VII di Inggris (1485), 
Kebangkitan negara-negara yang bersifat nasional ini menandai akhir dari 


feudalisme. dan memberikan fondasi kuat pada mana peradaban Eropa baru 
dapat dibangun. 

Saat perekonomian yang telah sedemikian lama membeku menanggapi 
pertumbuhan populasi yang dramatis, Eropa Barat mengalami masa 
pemulihan yang bagi banyak orang tampak sebagai kelahiran kembali yang 
luar biasa. Ketika itu bangsa Eropa tidak hanya berhasil dalam memulihkan 
tatanan, stabilitas, dan kemakmuran, tetapi juga menapaki serangkaian 
garapan yang sangat memperluas cakrawala literatur dan seni mereka. Bagi 
generasi-generasi selanjutnya. kebangkitan kembali kecendikiaan manusia inf 
dikenal sebagai ‘Renaissance’. Istilah ini diwariskan oleh sejawaran besar 
abad ke-19 Jacob Burkhardt, yang dalam karyanya The Civilization of thé 
Renaissance in Italy (1860) mempopulerkan gagasan Renaissance Italia’ 


sebagai suatu periode tersendiri dalam sejarah budaya. Belakangan inik 
konsep “renaissance” telah dipertanyakan oleh mereka yang mengklaim 
bahwa periode pencapaian budaya yang lebih hebat terjadi pada abad ke-12 
Tidak ada lagi kesepakatan umum tentang karakter dari Renaissance, 
sebab-sebabnya, atau bahkan batas-batas geografis atau kronologisnya, Oleh 
karena itu, bergantung pada konteks, kita akan menggunakan istilah 
Renaissance dalam pengertian-pengertian berikut: sebagai kebangkitan besar 
dalam literatur dan seni yang menjunjung kebudayaan klasik, atau sebagai 
suatu periode transisi (sekitar 1350-1550) di mana telah terjadi perubahan 
bersifat menentukan dari budaya yang terutama bersifat feudal dan berinduk 


pada gereja ke budaya yang terutama bersifat sekuler, awam, urban, dan 
nasional 

Dua kejadian yang turut memacu peningkatan minat terhadap warisan 
literatur kuno adalah jatuhnya Constantinople ke tangan bangsa Turk (1453), 
sehingga memicu para cendikiawan Yunani di sana untuk pindah ke Italia 
dengan membawa naskah-naskah klasik samber asli yang mereka miliki. dan 
penemuan mesin cetak dengan blok-blok cetak yang dapat diatur oleh Johann 
Gutenberg dari Jerman pada sekitar tahun 1450. 
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Periode Renaissance menghasilkan sedikit matematika brilian 
dibandingkan prestasi-prestasi dalam bidang literatur, seni lukis, dan 
arsitektur. Meskipun matematika dimasukkan dalam kurikulum sebagian 
besar universitas, tetapi ia hanya dipertahankan secara setengah hati. Pada 
akhir 1400an, Bologna adalah satu-satunya tempat dimana pengajaran 
matematika diorganisasikan secara benar, dan bahkan di sana matematika 
hadir terutama hanya sebagai lintasan luar bagi astronomi. Hanya ada sedikit 
kursi universitas dalam matematika, dan tidak ada matematikawan yang 
dihargai oleh dunia terpelajar saat itu tanpa juga terjun seba 
ilmuwan, atau pendukung bidang-bidang humanitas Renaissance 


zai pengajar, 


Namun demikian, matematika juga mendapatkan keuntungan besar dari 
semangat humanis ketika itu, dari penemuan, penterjemahan, dan sirkulasi 
teks-teks Yunani Kuno, Meski ketertarikan utama para humanis adalah 
karya-karya klasik kesusasteraan, tetapi mereka mengambil semua 
pengetahuan klasik sebagai wilayah mereka, dan karya-karya matematis juga 
mendapatkan perli yi sama. Para kolektor naskah inilah yang 
bertanggung jawab atas terkumpulnya hampir semua tulisan matematis 


Yunani di Italia, Para cendikiawan abad pertengahan umumnya hanya 
terbatas mengkaji Euclid, Ptolemy, dan kadang-kadang Archimed 
Semuanya dalam terjemahan dari teks-teks Arab. Pada abad kelima belas, 
kajian tidak lagi hanya meliputi karya-karya dari para penulis tersebut, tetapi 


PS, 


Juga dari Diophantus, Apollonius, Pappus, dan Proclus. Para matematikawan 
Renaissance, seperti juga banyak rekan sezaman mereka dari bidang-bidang 
lain, seringkali berbuat sebatas mencoba untuk memahami apa yang telah 
dihasilkan oleh para pendahulu kuno mereka. Meski demikian, tentu hanya 
masalah waktu saja sebelum akhirnya para matematikawan terpicu untuk 
berangkat ke seberang teks-teks tersebut untuk membangun konsep-konsep 
dan hasil-hasil baru yang belum tampak oleh para penulis Yunani silam. 

Pada tahun 1500 situasi dalam Jiteratur dan ilmu pengetahuan berubah 
secara drastis. Karya-karya terjemahan baru telah berhasil diserap, dan para 
cendikiawan, yang tidak puas dengan hanya melihat ke belakang, telah siap 


untuk berkembang melampaui pengetahuan matematis yang dimiliki oleh 
bangsa Yunani. Suatu hal yang sangat mengejutkan dan membahagiakan 
bahwa selanjutnya ahli-ahli aljabar Italia dari awal periode 1500an berhasil 
menunjukkan bagaimana menyelesaikan persamaan pangkat tiga, sesuatu 
yang terlewatkan oleh bangsa Yunani Kuno dan bangsa Arab. 
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Selain perkembangan dalam aljabar, terjadi pula perkembangan dalam 
aritmetika dan trigonometri. Kepentingan dalam bidang perda; an dan 
perbankan telah merangsang berkembangnya metode-metode perhitungan 
yang lebih baik, misalnya penggunaan pecahan-pecahan desimal dan 
logaritma, Selain itu, trigonometri, dengan tokoh-tokoh pentingnya seperti 


Regiomontanus, Copernicus, dan Rheticus, mulai terpisah dari astronomi dan 
berhasil memperoleh status sebagai suatu cabang tersendiri dalam 
matematika karena peningkatan daya gunanya dalam bidang-bidang 
pelayaran, survei, dan teknik kemiliteran. 


B. TIGA AHLI ALJABAR ITALIA: PACIOLI, DEL FERRO, DAN 
TARTAGLIA 


Matematika yang berkembang di Italia pada tahun 1500-an dapat 
terangkumkan dalam nama-nama del Ferro, Tartaglia, Cardan, Ferrari, dad 
Bombelli, Pencapaian kolektif empat nama pertama di atas adalah solusi 
untuk persamaan-persamaan kubik dan bikuadratik dan secara implisit suatu 
pemahaman lebih mendalam tentang persamaan-persamaan pada umumnya; 
Prestasi ini barangkali merupakan kontribusi terbesar dari aljabar sejak kerja 
bangsa Babilonia pada sekitar 3000 tahun sebelumnya. Persamaan-persamaan 
derajat ketiga atau persamaan-persamaan kubik sama sekali tidak asing lagi 
bagi periode Renaissance, upaya-upaya untuk menemukan solusinya telah 
dilakukan oleh para matematikawan kuno klasik. Kita telah melihat bahwa 
permasalahan menggandakan kubus, disebut masalah Delos, mencapai 
kemasyhuran istimewa di antara bangsa Yunani. Masalah tersebut tidak lain 
merupakan upaya untuk mencari dua pembanding tengah di antara a (penjang 
rusuk dari suatu kubus tertentu) dan 2a; maksudnya, menyelesaikan 


Satu persamaan pangkat tiga lainnya ditemukan dalam Arithmetica karya 
Diophantus sehubungan dengan Soal 17 dari Buku VI. Ba 
Diophantus menetapkan masalah itu mengarah ke persamaan pangkat tiga x* 
tx = 4x° +4, Kita tidak tahu bagaimana solusinya diperoleh, karena dia 
hanya menyebutkan bahwa « ditemukan sebagai 4. Barangkali dia mereduksi 
persamaan itu ke bentuk x + 1) = 46x + 1) dan melihat bahwa persamaan 


mamana 
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itu terpenuhi oleh x = 4. Penulis-penulis Arab menyumbangkan solusi-solusi 
bagi persamuan-persamaan pangkat tiga tertentu tetapi tampaknya percaya 
bahwa banyak kasus tidak dapat diselesaikan. Sebagian ketenaran penyair 
Omar Khayyam (ca. 1100) sebagai matematikawan bersandar pada klaim 
bahwa dirinyalah orang pertama yang menangani sebarang persamaan 
pangkat tiga yang memiliki sebuah akar positif. Pada abad ketiga belas, John 
dari Palermo mengajukan pemecahan persamaan x* + 20 + 10x = 20 sebagai 
salah satu soal tantangan bagi Leonardo dari Pisa dalam kontes mereka. 
Fibonacci menunjukkan dengan geometri bahwa tidak ada solusi rasional 
yang mungkin, tetapi dia memberikan nilai aproksimasi untuk sebuah akar, 
Selama beratus-ratus tahun berikutnya, para matematikawan mencari suatu 
"formula pangkat tiga” yang dapat digunakan untuk menyelesaikan 
persamaan-persamaan kubik dalam cara yang sangat mirip dengan bagaimana 
formula kuadrat digunakan untuk persamaan-persamaan kuadrat 


1. Fra Luca Pacioli dan del Ferro 

Risalah matematis pada abad kelima belas yang paling lengkap dan 
terperinci adalah Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni, et 
Proportionalita (1494) dari Fra Luca Pacioli (ca. 1445-1514), suatu garapan 
yang penulisnya pinjam dari penulis-penulis lebih awal, Kontribusi utama 
dari Summa (artinya, ‘rangkuman’) adalah menetapkan batas-batas dari 
pengetahuan matematis kontemporer dan untuk memberikan suatu program 
bagi kebangkitan kembali matematika. Pacioli menutup Summa dengan 
menegaskan bahwa solusi untuk persamaan pangkat tiga adalah semustahil 
solusi bagi penggandaan lingkaran. Ini mencegah beberapa matematikawan 
dari pencarian tersebut tetapi di sisi kun merangsang para matematikawan 
yang lain untuk mencobanya. 

Pada dekade pertama atau kedua abad keenam belas, Scipione del Ferro 
(1456-1526) dari Universitas Bologna ternyata meruntuhkan prediksi Pacioli 
dengan menyelesaikan persamaan kubik untuk kasus khusus x' + px = q, di 
mana p dan g adalah positif. Pacioli barangkali telah secara pribadi memicu 
prestasi besar pertama dari aljabar Renaissance tersebut, karena pada tahun 
1501-1502 dia memberikan kuliah di Universitas Bologna, yang mana salah 
satu rekan kerjanya adalah del Ferro. 

Pada masa itu temuan matematis dipandang sebagai milik pribadi, tidak 
membeberkan metode maupun buktinya, untuk mencegah penerapannya oleh 
orang lain pada masalah-masalah serupa. Ini karena reputasi keilmuan ketika 
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itu terutama didasarkan pada kontes publik. Tidak saja seseorang bisa 
mendapatkan hadiah uang dengan mengajukan persoalan yang tidak dapat 
dijangkau oleh pesaingnya. tetapi hasil dari tantangan-tantangan itu sangat 
mempengaruhi penugasan akademik: kala itu, jabatan-jabatan universitas 
bersifat sementara dan tunduk pada pembaharuan berdasarkan pencapaian 
yung didemonstrasikan kepada publik. (Namun demikian, saat pencetakan 
terbitan-terbitan ilmiah berkala menjadi lazim, sikap kerahasiaan ini secara 
bertahap bergeser pada pandangan bahwa publikasi hasil-hasil merupakan 
jalur terbaik ilmuwan untuk memperoleh pengakuan.) 


Dengan keengganan membuka celah untuk para pesaingnya, del Ferro 
tidak pernah mempublikasikan solusinya dan hanya mengungkapkan 
rahasianya kepada sedikit sahabat dekat. termasuk di antaranya murid dan 
penerusnya, Antonio Maria Fiore, Penyampaian rahasia ini nantinya 
menimbulkan salah satu perdebatan matematis paling terkenal, diawali 
dengan kontes pemecahan masalah di Venice pada tahun 1535, di mana Fiorg 
menantang Nicolo Tartaglia untuk menyelesaikan beraneka ragam persamaan 
kubik. 


2. Nicolo Tartaglia, “Si Gagap” 

Salah satu tokoh kebangkitan kembali tradisi aljabar yang paling 
penting, Nicolo Tartaglia (1500-1557), adalah juga seorang yang paling tidak 
berpengaruh, Tartaglia (yang nama keluarga sebenarnya adalah Fontanah 
dilahirkan di Brescia, Italia Utara. Saat Perancis menduduki dan menjarah 
Brescia pada tahun 1512, banyak penduduk kota itu yang mencari 
perlindungan di katedral setempat. Tetapi, para serdadu melanggar suaka 
katedral tersebut dan membantai penduduk kota. Ayah Nicolo adalah salah 
seorang korban dalam peristiwa berdarah ini, dan Nicolo sendiri pun 
dibiarkan terkapar begitu saja setelah menjadi korban sabetan pedang yang 
menyobek rahang dan mulutnya. Meski ibunya menemukan bocah malang itu 
dalam keadaan masih hidup dan merawat lukanya semampu yang dia ketahui, 
tetapi Nicolo mengalami cacat bicara yang menjadi awal kisah sebutan kejam 
terhadapnya, Tartaglia, “si gagap.” Kelak dalam hidupnya dia menggunakan 
nama sebutan itu secara resmi dalam publikasi karya-karyanya; dia 
memelihara janggut panjang untuk menutupi lukanya yang mengerikan, 
tetapi gagapnya tidak tersembuhkan. 
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Sumber: Princeton University Press 
Gambar 5.2: 
Nicolo Tartaglia, “Si Gagap” 


Meskipun periode awal kehidupannya dijalani dalam penderitaan, 
Tartaglia berkeras hati untuk mendidik dirinya sendiri, Ibunya yang hidup 
menjanda telah mengumpulkan sekian uang hingga Nicolo dapat dididik 
Secara khusus oleh seorang guru menulis. Dana mereka habis dalam waktu 15 
bari, tetapi anak itu mencuri sebuah buku salinan dari mana dia kemudian 
belajar untuk membaca dan menulis. Dikisahkan bahwa karena tidak mampu 
membeli kertas, Tartaglia memanfaatkan batu nisan di pemakaman sebagai 
Sarana untuk mengerjakan latihan-latihannya. Berkat daya pikirnya yang luar 
biasa, dia akhirnya berhasil menjadi mahir dalam matematika sehingga 
kemudian mampu menafkahi hidup dengan mengajarkan matematika di 
Verona dan Venice. Hal yang ironis bahwa Tartaglia. seorang yang menjadi 
buruk rupa karena pedang. ikut berperan dalam proses terpinggirkannya 
senjata pedang dengan kerja perintisnya Nova Scientia (1537), tentang 
aplikasi matematika pada senjata artileri. “Sains baru” Tartaglia tentu saja 
adalah studi balistik. Meski teori-teori yang dia kembangkan seringkali 
keliru, tetapi dia adalah orang pertama yang mengemukakan kajian teoretis 
yang membantah apa yang disebut “pengalaman juru tembak." Lebih dahulu 
daripada Galileo, Tartaglia mengajarkan bahwa benda-benda jatuh yang 
beratnya berbeda-beda menempuh jarak yang sama dalam waktu yang sama. 

Pengalaman-pengalaman malang pada awal hidupnya barangkali telah 
mendorong tumbuhnya karakter bercuriga dalam diri Tartaglia. Karena 
kemampuannya diperoleh dengan cara belajar sendiri, dia cenderung 
cemburu atas kedudukan orang lain dan terdorong untuk berupaya 
mengukuhkan bukti kemampuan intelektualnya. Entah secara sengaja atau 
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karena keawamannya tentang literatur, dia memiliki kebiasaan mengklaim 
temuan-temuan orang lain sebagai miliknya sendiri. Salah satu contohnya 
adalah “segitiga aritmetik” yang lazim diyakini sebagai temuan Pascal, yang 
Tartaglia tegaskan sebagai temuan dirinya, padahal itu telah lebih dahulu 
dicetak dan beredar atas nama orang lain. Turtaglia tampaknya merasa bahwa 
tidak memiliki latar pendidikan klasik telah menempatkannya pada posisi 
tidak menguntungkan sebagai humanis; dan dalam General Trattato di 
Numeri et Misure (1556-1560). yang dimaksudkan untuk menggantikan 
Summa karya Pacioli, dia menghi 


si bagian pengantar bukunya dengan 
kutipan-kutipan dari Cicero dan Ptolemy 
Pada tahun 1530, Tartaglia dikirimi dua masalah berikut oleh seorang 
temannya: 
1. Temukan sebuah bilangan yang bila hasil pangkat tiganya 
ditambahkan dengan tiga kali hasil kuadratnya menghasilkan Sy 
artinya, temukan sebuah nilai untuk x yang memenuhi persamaan ih 
#35, | 
2, Temukan tiga bilangan, di mana bilangan kedua adalah 2 lebih besar 
dari bilangan pertama, dan bilangan ketiga juga 2 lebih besar dart 
bilangan kedua, dan hasil kali ketiga bilangan tersebut adalah 1000p 
artinya, menyelesaikan persamaan xiv + 2)ix + 4) = 1000, atau 
secara ekuivalen, x' + 6° + 8x = 1000 | 
Untuk sekian waktu Tartaglia tidak dapat menyelesaikan soal-soal 
tersebut, tetapi pada tahun 1535, dia akhirnya mampu memecahkannya, dan 
dia juga mengumumkan bahwa dia dapat memberikan solusi bagi se 
persamaan jenis © + px? = q. Antonio Maria Fiore, yakin bahwa klaim 
Tartaglia hanya bualan, menantangnya dalam sebuah kontes pemecahan 
masalah di depan publik. Masing-masing kontestan diminta mengajukan 30 
masalah untuk dijawab oleh lawannya. Hadiahnya: tiga puluh jamuan makan 
besar, dibayar oleh pihak yang kalah. Tartaglia sadar pesaingnya telah 
mewarisi solusi suatu bentuk persamaan kubik dari gurunya, sehingga dia 
bekerja keras untuk menemukan prosedur umumnya 


Pada kontes tersebut Tartaglia mengajukan beragam masalah, sedangkan 
Fiore hanya mengajukan variasi-variasi dari satu type persamaan pangkat 
tiga: “cosa dan kubik sama dengan suatu bilangan.” Dalam peristilahan 
modern, ini adalah persamaan-persamaan yang berbentuk © + ax = b, di 
mana a, b. adalah bilangan-bilangan positif. Tartaglia bergulat dengan 
masalah-masalah itu, dan pada malam antara tanggal 12 dan 13 Pebruari, 
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inspirasi muncul di benaknya. Dia berhasil menemukan suatu metode yang 
memungkinkannya untuk menyelesaikan ketiga puluh masalah yang diajukan 
oleh Fiore, sedangkan Fiore tidak mampu untuk memecahkan sebagian besar 
masalah Tartaglia. Tartaglia menolak hadiah kontes dan mengatakan bahwa 
kemenangan itu sudah menjadi hadiah yang cukup, 


C. GIROLAMO CARDANO, PENULIS ARS MAGNA 


Sekarang kita membahas satu ahli aljabar Italia lainnya yang juga 
penting bagi perkembangan matematika periode Renaissance. Girolamo 
Cardano (1501-1576), lebih dikenal dengan panggilan Cardan, adalah 
seorang tokoh yang dikisahkan memiliki banyak perilaku tidak pantas dalam 
hidupnya. Dia menyaksikan salah seorang anak laki-lakinya dihukum mati 
ekarena meracuni istri: dia secara pribadi memotong telinga anak laki-laki 
keduanya yang mencoba melakukan kejahatan yang sama; dia dipenjarakan 
karena tindak pelanggaran terhadap agama dengan membuat horoskop Yesus: 
Wan secara umumnya, dia membagi waktu di antara studi intensif dan 
perilaku tidak bermoral yang ekstensif. Namun demikian, dengan luas minat 
Wan juga keburukannya, Cardan adalah seorang Renaissance sejati: ahli 


medis, filsuf, matematikawan, astrolog, penganut aliran mustik, dan seorang 
(penulis yang sangat produktif. 


Gambar 5.3 
Girolamo Cardano (1501-1576), penulis Ars Magna 


Sumber: Library of Congress 


Setelah masa muda yang larut dalam dunia perjudian, Cardan memulai 
studi-studi pendidikan tinggi di Pavia dan lulus di Padua pada tahun 1525 
dengan gelar doktor dalam bidang kedokteran. Barangkali karena status 
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kelahirannya yang tidak jelas, tetapi lebih mungkin karena reputasinya 
sebagai pemain judi, lamaran berulang-ulang yang Cardan ajukan kepada 
Sekolah Tinggi Kedokteran di Milan semuanya ditolak. Tidak mengherankan 
bahwa karya Cardan yang dipublikasikan pertama kali, De Malo Recentiorum 
Medicorum Medendi Usu Libellus (Tentang  Praktik-praktik Buruk 
Pengobatan dalam Penggunaan Umum), memperolok-olokkan para praktisi 
di Milan, Saat berumur 50 tahun, Cardan berdiri di urutan kedua setelah 
Vesalius di antara para dokter Eropa dan melakukan perjalanan jauh untuk 
merawat para pasien terkemuka. Dia sedemikian terkenal hingga bahkan 
Uskup Agung Skotlandia saat itu pun menjadi salah satu pasiennya, 

Pada waktu-waktu berbeda, Cardan adalah profesor matematika pada 
universitas-universitas di Milan, Pavia, dan Bologna, mengundurkan diri dari 
tiap posisi itu karena skandal baru terkait namanya. Dilarang memberikan 


kuliah secara terbuka atau menulis atau menerbitkan buku, dia akhirnya 
menetap di Roma dan secara aneh mendapatkan pensiun sebagai astrolog 
pada kantor keuskupan, Berdasarkan berbagai laporan, setelah meramalkan 
bahwa dia akan meninggal pada suatu hari tertentu, Cardan merasa wajily 
untuk melakukan bunuh diri demi membuktikan kebenaran prediksinya 
tersebut. 

Setelah mengemukakan garis besar perjalanan kehidupan Girolamg 
Cardano dalam uraian di atas, selanjutnya mari kita bahas tentang kontribusi! 
dan peran tokoh tersebut bagi perkembangan matematika pada periode 
Renaissance. 

Saat berita kontes matematika antara Tartaglia dan Fiore akhirnya 
sampai kepada Cardan di Milan, Cardan memohon kepadaTartaglia untuk 


membeberkan rahasia solusi persamaan kubiknya, dengan menawarkan 
bahwa dia akan mencantumkan hasil itu dalam bukunya yang mendatang 
Practica Arithmetica (1539) sebagai temuan Tartaglia. Tetapi, Tartaglia 
menolak dengan alasan bahwa suatu waktu dia bermaksud untuk 


mempublikasikan risalah aljabarnya sendiri. Diberikan sebutan untuk suatu 
formula tidak sama dengan menulis risalah, suatu karya asli, dengan nama 
Anda sendiri; bukulah, bukan relerensi catatan kaki, yang sejarah akan kutip. 
Cardan, dengan harapan untuk mempelajari rahasia itu, mengundang 
Tartaglia untuk mengunjunginya. Setelah sedemikian deras permohonan, 
bujukan, dan sanjungan, akhirnya Tartaglia mengungkapkan metode 
solusinya dengan jaminan janji, barangkali disampaikan dalam sumpah, 
bahwa Cardan akan menjaga rahasia ini. 
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Namun, selanjutnya kabar burung mulai beredar bahwa Tartaglia 
bukanlah orang yang pertama kali mengungkap formula persamaan pangkat 
tiga. dan pada tahun 1543 Cardan melakukan perjalanan ke Bologna untuk 
membuktikan kebenaran laporan itu. Setelah mengkaji makalah-makalah 
mendiang del Ferro, dia menyimpulkan bahwa ternyata del Ferro orang yang 
telah membuat terobosan besar tersebut. Cardan tidak lagi merasa terikat 
dengan janjinya kepada Tartaglia, dan pada saat karya Cardano Ars Magna 
terbit pada tahun 1545. formula dan metode bukti itu diungkapkan 


sepenuhnya. 

Cardan secara terbuka mengakui (di tiga tempat dalam teksnya) bahwa 
dia telah mendapatkan solusi untuk persamaan kubik khusus x + px = q dari 
Tartaglia, tetapi mengklaim bahwa dia sendirilah yang membuat bukti bahwa 
formula yang diterimanya itu benar. Dengan amarah atas pengingkaran 

sumpah dan merasa dicurangi, Tartaglia menuduh Cardan telah berbohong 
Demikianlah awal terjadinya salah satu perdebatan yang paling pahit dan 
kasar dalam sejarah ilmu pengetahuan. 


1. Buku Ars Magna, Karya Cardan 

Cardan menulis tentang beraneka ragam bidang. termasuk matematika, 
Sstrologi, musik, filsafat, dan kedokteran. Saat dia meninggal dunia, 131 
tulisannya telah diterbitkan dan 111 lagi masih berupa naskah. Selain itu, dia 
pun mengaku telah membakar 170 tulisan lainnya yang menurutnya tidak 
memuaskan, Rentang ini semua dimulai dengan Practica Arithmerica (1539), 
sebuah buku tentang perhitungan numerik yang terutama didasarkan pada 
karya Pacioli tahun 1494, hingga Liber de Vita Propria (1575), sebuah 
otobiografi di mana dia tidak melewatkan bahkan pengakuan paling 
memalukan sekali pun, Minatnya untuk permainan catur, dadu, dan kartu 


menginspirasi Cardan untuk menulis Liber de Ludo Aleae (Buku Permainan 
Peluang). Ditemukan di antara tulisan-tulisannya setelah kematiannya dan 
dipublikasikan tahun 1663. karya ini memberi landasan bagi teori peluang 
lebih dari SO tahun sebelum Fermat dan Pascal, yang biasa dikenal sebagai 
perintis bidang tersebut. 

Dalam nilai penting jangka panjangnya. Ars Magna tentu berdiri 
termuka di antara keseluruhan tulisan Cardan, baik karya matematis maupun 
yang lainnya. Buku itu, dicetak pertama kali pada tahun 1545, pada masa 
sekarang ini akan digolongkan sebagai teks tentang persamaan-persamaan 
aljabar. Karyanya tersebut menunjukkan bahwa Cardan bukan melulu 
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seorang plagiaris tetapi seseorang yang menggabungkan ketekunan yang 
jujur dengan pembajakan yang dilakukannya, Meski bilangan-bilangan 
negatif telah dikenal di Eropa melalui teks-teks Arab. tetapi para ahli aljabar 
Barat tidak menerimanya sebagai bilangan-bilangan otentik dan lebih 
memilih untuk menuliskan persamaan-persamaannya sehingga hanya muncul 
suku-suku yang positif. Saat memberi Cardan formula untuk v? + px = q, 
Tartaglia tidak secara begitu saja memberikan solusi-solusi untuk semua 


bentuk lain yang dapat dipakai oleh persamaan kubik itu. Cardan dituntut 
untuk memperluas temuan Tartaglia supaya mencakup semua kasus lainnya, 
memikirkan dan memberikan aturan secara terpisah dalam masing-masing 
kejadian. 

Sampai dengan saat itu, para matematikawan Barat telah membatasi 
perhatian mereka pada akar-akar persamaan yang merupakan bilangan- 
bilangan positif. Cardan adalah orang pertama yang tidak mengabaikan akary 
akar negatif, meski dia menyebutnya “fiksi,” dan yang pertama menyadari 
bahwa suatu persamaan pangkat tiga mungkin memiliki tiga buah akar, Satu 
aspek penting lainnya dari pembahasan Cardan adalah realisasi yang jelag 
tentang eksistensi dari apa yang kita sekarang sebut sebagai bilangan 
kompleks atau bilangan imajiner (hantu-hantu bilangan real, seperti Napier 
istilahkan di masa selanjutnya). Cardan tidak melibatkan bilangan-bilangay 
ini dalam Ars Magna kecuali dalam satu kasus, saat dia mengkaji soall 
membagi 10 menjadi dua bagian yang hasilkalinya adalah 40, Dia 
memperoleh akar-akar 5+ V—1S dan S—V—1S sebagai penyelesaian- 


penyelesaian dari persamaan kuadrat «(10 x) = 40, dan kemudian 
akan, “Mengesampingkan beban mental yang terlibatkan, kalikan 
15 dengan 5—/—%5 , memperoleh 25 — (-15). sehingga hasilkali 


yang dimaksud adalah 40.” Cardan bagaimanapun menerima solusi-solusi ini 


tetapi kemudian segera menambahkan bahwa tidak ada interpretasi untuk 
solusi-solusi itu, dan berkata, "Jadi majulah kehalusan aritmetik yang pada 


akhirnya, seperti disebutkan, adalah sehalus sifat tidak bergunanya.” Tetapi 
menuliskan ‘apa yang tidak bermakna” memberinya suatu makna simbolik, 
dan Cardan layak dihargai karena telah memperhatikan situasi tersebut 

Di dalam Ars Magna, Cardan mengilustrasikan metode untuk persamaan 


pangkat tiga dengan menyelesaikan persamaan 
3 X 
x + 6x = 20. 
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seorang plagiaris tetapi seseorang yang menggabungkan ketekunan yang 
jujur dengan pembajakan yang dilakukannya, Meski bilangan-bilangan 
negatif telah dikenal di Eropa melalui teks-teks Arab. tetapi para ahli aljabar 
Barat tidak menerimanya sebagai bilangan-bilangan otentik dan lebih 
memilih untuk menuliskan persamaan-persamaannya sehingga hanya muncul 
suku-suku yang positif. Saat memberi Cardan formula untuk v? + px = q, 
Tartaglia tidak secara begitu saja memberikan solusi-solusi untuk semua 


bentuk lain yang dapat dipakai oleh persamaan kubik itu. Cardan dituntut 
untuk memperluas temuan Tartaglia supaya mencakup semua kasus lainnya, 
memikirkan dan memberikan aturan secara terpisah dalam masing-masing 
kejadian. 

Sampai dengan saat itu, para matematikawan Barat telah membatasi 
perhatian mereka pada akar-akar persamaan yang merupakan bilangan- 
bilangan positif. Cardan adalah orang pertama yang tidak mengabaikan akary 
akar negatif, meski dia menyebutnya “fiksi,” dan yang pertama menyadari 
bahwa suatu persamaan pangkat tiga mungkin memiliki tiga buah akar, Satu 
aspek penting lainnya dari pembahasan Cardan adalah realisasi yang jelag 
tentang eksistensi dari apa yang kita sekarang sebut sebagai bilangan 
kompleks atau bilangan imajiner (hantu-hantu bilangan real, seperti Napier 
istilahkan di masa selanjutnya). Cardan tidak melibatkan bilangan-bilangay 
ini dalam Ars Magna kecuali dalam satu kasus, saat dia mengkaji soall 
membagi 10 menjadi dua bagian yang hasilkalinya adalah 40, Dia 
memperoleh akar-akar 5+ V—1S dan S—V—1S sebagai penyelesaian- 


penyelesaian dari persamaan kuadrat «(10 x) = 40, dan kemudian 
akan, “Mengesampingkan beban mental yang terlibatkan, kalikan 
15 dengan 5—/—%5 , memperoleh 25 — (-15). sehingga hasilkali 


yang dimaksud adalah 40.” Cardan bagaimanapun menerima solusi-solusi ini 


tetapi kemudian segera menambahkan bahwa tidak ada interpretasi untuk 
solusi-solusi itu, dan berkata, "Jadi majulah kehalusan aritmetik yang pada 


akhirnya, seperti disebutkan, adalah sehalus sifat tidak bergunanya.” Tetapi 
menuliskan ‘apa yang tidak bermakna” memberinya suatu makna simbolik, 
dan Cardan layak dihargai karena telah memperhatikan situasi tersebut 

Di dalam Ars Magna, Cardan mengilustrasikan metode untuk persamaan 


pangkat tiga dengan menyelesaikan persamaan 
3 X 
x + 6x = 20. 
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, 2 
LA 2 
Pada kasus ini, p = 6 dan q = 20. jadi — =8 dan ry = 100; dan 
formula itu menghasilkan 
2 S| aa 
x= VV108-4-10 — Vv108—10 
Seperti telah disebutkan, Cardan terpaksa menangani suatu daftar rumit 
type-type persamaan, yang ditimbulkan terutama karena dia gagal untuk 
membolehkan koetisien-koefisien negatif, Dalam menyelesaikan persamaan 
vi =px+q, p>0 420. 
dia menggunakan suatu argumen geometri yang berkorespondensi dengan 
identitas 
(a+b)? =a? +b" + 3ab(a+b), 


untuk sampai pada penyelesaian 


k, FoF," fee 
= 3 
= “jay JE Z, j jE 
jz ye z" z J 4 7 
N N a 
Terdapat satu kesukaran terkait formula ini, yang disadari tetapi tidak | 


2 3 
dapat dipecahkan oleh Cardan. Saat (9) < (2) . formula itu mau 


tidak mau mengarah ke akar-akar kuadrat dari bilangan-bilangan negatif 


s 
Artinya, TL 
ya. Ya 


melibatkan “bilangan-bilangan imajiner." 


Perhatikan, misalnya, persamaan historis 
w= 5x44 
yang dibahas oleh Rafael Bombelli, matematikawan hebat terakhir dari 
Bologna abad keenam belas, dalam karyanya Algebra (1572). Suatu 
penerapan langsung formula Cardan-Tartaglia akan menghasilkan 
= PA 412 AT 


Namun demikian, Bombelli mengetahui bahwa persamaan ini memiliki tiga 


solusi real, yaitu 4, —2 + V3 , dan —2 — V3 Seseorang dibiarkan dalam 
situasi yang paradoksikal di mana formula tersebut memunculkan sebuah 
hasil yang tidak berguna untuk kebanyakan tujuan, tetapi dalam cara-cara 
lainnya tiga solusi yang baik dapat ditemukan. Jalan buntu, yang muncul saat 
ketiga akar itu real dan berbeda dari nol, dikenal sebagai “kasus irreduksibel" 
dari persamaan pangkat tiga 
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D. BOMBELLI DAN AKAR-AKAR IMAJINER PERSAMAAN 
KUBIK 


Bombelli adalah matematikawan pertama yang cukup tegas menerima 
eksistensi bilangan-bilangan imajiner, dan dengan demikian memberikan 
sedikit terang pada teka-teki persamaan-persamaan kubik yang tidak dapat 
direduksi. Seorang penduduk asli Bologna, Bombelli tidak menerima 
pendidikan formal dalam matematika dan juga tidak menjadi pengajar di 
universitas. Dia adalah anak dari seorang saudagar wol dan berprofesi 
sebagai arsitek-teknik. Bombelli memandang bahwa di antara pura 
pendahulunya hanya Cardan yang telah menggali aljabar secara mendalam, 
dan bahwa pemaparan Cardan belum jelas. Oleh karena itu, dia memutuskan 
untuk menulis kajian sistematik aljabar sebagai penerus Ars Magna karya 
Cardan. Bombelli menulis naskah draft pertama risalahnya pada sekitar tahun 
1560, tetapi tulisan itu tetap dalam bentuk naskah hingga 1572, tidak lama 
sebelum dia wafat, Penyusunan karyanya Algebra ternyata memerlukan 
waktu jauh lebih lama daripada yang terbayangkan oleh Bombelli, kareng 


dalam karyanya dia menulis: 
Sebuah naskah Yunani dalam sains ini ada di Perpustakaan Vatican} 
dikarang oleh Diophantus.... Kami bekerja menterjemahkannya dad 
telah menyelesaikan lima dari tujuh (sic) buku yang masih adal 
Sisanya belum kami selesaikan karena tanggung jawab-tanggung 
jawab lainnya. 

Sangat bersemangat dengan ditemukannya kembali Arithmetica, 
Bombelli mengambil 143 masalah dan solusinya dari empat buku pertama 
Diophantus tersebut dan mencurahkannya dalam Algebra, menyelanginya di 
sana sini dengan kontribusi-kontribusinya sendiri. Meski Bombelli tidak 
memperbedakan di antara masalah-masalah itu. tetapi dia mengakui bahwa 
dia telah meminjam secara bebas dari Diophantus. (Sebuah naskah dari 
Algebra ditemukan pada tahun 1923: tidak adanya 143 masalah yang 
dipinjamnya dari Arithmerica menyiratkan bahwa Bombelli belum melihat 
salinan Vatican yang dimaksud saat dia pertama kali menulis karyanya.) 
Karya-karya Pacioli dan Cardan memuat banyak masalah aritmetika terapan, 
sedangkan masalah-masalah yang diangkat Bombelli semuanya abstrak. Dia 
mengklaim bahwa saat orang-orang lain menulis untuk tujuan yang bersifat 
praktis, bukan ilmiah, dia telah “mengembalikan kecfekufan aritmetika, 
meniru para penulis kuno.” Publikasi Algebra karya Bombelli menuntaskan 
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suatu gerakan yang dimulai di Italia pada sekitar tahun 1200, saat Fibonacci 
memperkenalkan aturan-aturan aljabar dalam Liber Abaci. 

Keahlian Bombelli dalam menangani bilangan-bilangan imajiner 
memungkinkannya untuk mendemonstrasikan aplikabilitas formula Cardan, 
bahkan dalam kasus irreduksibel (semua akar adalah real) dari persamaan 
kubik. Dengan berasumsi bahwa semua bilangan kompleks berperilaku 
seperu bilangan-bilangan lainnya dalam perhitungan, dia membuat suatu 
lorong panjang berliku ke dalam. dan keluar dari. domain bilangan kompleks 
dan mengakhirinya dengan menunjukkan bahwa bentuk yang tampak 
imajiner untuk akar dari persamaan x' = 15x + 4 memberikan sebuah nilai 
real, Bombelli memiliki gagasan cemerlang bahwa nilai-nilai kompleks dari 


bentuk-bentuk akar 
[> 3 ari | Fak] r >] 
V2+V—121 gan V2—V—121 


Barangkali sangat berkaitan seperti halnya bentuk-bentuk akar itu sendiri: 
yaitu, mereka hanya berbeda dalam tandanya. Ini memicunya untuk 
menuliskan 
Tar — — 
V24-V—121 —a#bV— dan 
B-T pam 
2—V—121 —a—by—1 
di mana a > 0 dan b> 0 akan ditentukan 
Pada akhirnya, Bombelli menyimpulkan bahwa sebuah solusi untuk 


. 
Vv 


persamaan pangkat tiga v = 15x + 4 adalah 


= Y24V—1214 Y2—vV—121 


x 


Jena bt 
=(2 + V-i)+(2 —Y—1)-4. 


Dalam membuktikan realitas akar-akar dari persamaan kubik 2° = 15x + 4, 
Bombelli mendemonstrasikan fakta yang luar biasa bahwa bilangan-bilangan 
real dapat dimunculkan dari bilangan-bilangan imajiner. Sejak saat itu, 
bilangan imajiner kehilangan sekian karakter mistiknya, meskipun 
pencrimaan sepenuhnya terhadap bilangan imajiner sebagai bilangan yang 
otentik barulah terwujud pada tahun 1800-an. 
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AS LATIHAN 


= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Jelaskan tiga pe 


ab, berikut contoh nyatanya. yang telah menjadikan 
abad ke-14 sebagai titik terendah dalam peradaban Eropa periode 
pertengahan! 

2) Sebutkan dua kejadian pada abad ke-15 yang turut memacu peningkatan 
minat terhadap warisan kuno dalam ilmu pengetahuan! 

3) Jelaskan keadaan umum dari matematika sebagai bidang studi di 
universitas-universitas di Eropa pada abad ke-15! 

4) Sebutkan beberapa matematikawan terkenal dari Periode Renaissance! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Sebab-sebabnya antara lain: (1) Kelaparan, serangkaian hujan deras yang 
lerus menerus dan meluas menimbulkan gagal panen yang kemudian 
menyebabkan kelaparan sehingga tingkat kematian meningkat drastis 
(2) wabah penyakit, terjadin Wabah Hitam. Suatu taksiran 
menunjukkan bahwa di beberapa kota terdapat setengah, umumnya 


barangkali sepertiga, dari populasi meninggal dunia, sedangkan daerah & 
daerah lainnya tidak lagi berpenduduk: (3) peperangan, misalnya Perang 
Seratus Tahun antara Inggris dan Perancis: dan, sebagai tambahan, (4) 
pemberontakan sosial, 

2) Dua kejadian yang turut memacu peningkatan minat terhadap warisan 
literatur kuno adalah jatuhnya Constantinople ke tangan bar Turk 
(1453) dan penemuan mesin cetak dengan blok-blok cetak yang dapat 
diatur oleh Johann Gutenberg dari Jerman pada sekitar tahun 1450. 

3) Meski matematika dimasukkan dalam kurikulum sebagian besar 
universitas, tetapi ia hanya dipertahankan secara setengah hati. Pada 
akhir 1400an, Bologna adalah satu-satunya tempat dimana pengajaran 
matematika diorganisasikan secara benar, dan bahkan di sana 


matematika hadir terutama hanya sebagai lintasan luar bagi astronomi. 
Hanya ada sedikit kursi universitas dalam matematika, dan tidak ada 
matematikawan yang dihargai oleh dunia terpelajar saat itu tanpa juga 
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terjun sebagai pengajar, ilmuwan, atau pendukung bidang-bidang 
humanitas Renaissance. 

4) Beberapa matematikawan pada periode Renaissance antara lain: Fra 
Luca Paciolo, del Ferro, Nicolo Tartaglia, Girolamo Cardano, Ludovico 
Ferrari, dan Rafac] Bombelli. 


RANGKUMAN 


W 


Istilah ‘renaissance’ dapat dimaknai sebagai kebangkitan besar 
dalam literatur dan seni yang menjunjung kebudayaan klasik atau 
sebagai suatu periode transisi (sekitar 1350-1550) di mana telah terjadi 
perubahan dari budaya yang bersifat feudal dan berinduk kepada gereja 
ke budaya yang terutama bersifat sekuler, awam, urban, dan nasional, 

Matematika mendapatkan keuntungan besar dari semangat humanis 
masa Renaissance, dari penemuan, penterjemahan, dan sirkulasi teks- 
teks Yunani Kuno. Para cendikiawan abad pertengahan pada umumnya 
hanya terbatas mengkaji Euclid, Ptolemy, dan kadang-kadang 
Archimedes, semuanya dalam terjemahan dari teks-teks Arab. Pada abad 
kelima belas, kajian tidak lagi hanya meliputi karya-karya dari para 
penulis tersebut, tetapi juga dari Diophantus, Apollonius, Pappus, dan 
Proclus 

Selanjutnya. pada tahun 1500 situasi literatur dan ilmu pengetahuan 
berubah secara drastis. Karya-karya terjemahan baru telah berhasil 
diserap, dan para cendikiawan, yang tidak puas dengan hanya melihat ke 
belakang, telah siap berkembang melampaui pengetahuan matematis 
yang dimiliki oleh bangsa Yunani. Akhirnya, ahli-ahli aljabar Italia dari 
awal periode 1500an berhasil menunjukkan bagaimana menyelesaikan 
persamaan pangkat tiga, sesuatu yang terlewatkan oleh bangsa Yunani 
Kuno dan bangsa Arab. Selain perkembangan aljabar. terjadi pula 
perkembangan dalam aritmetika dan trigonometri. 


Beberapa matematikawan yang terkenal dari periode Renaissance 
antara lain adalah Fra Luca Pacioli, del Ferro, Nicolo Tartaglia. 
Girolamo Cardano, Ludovico Ferrari, dan Rafael Bombelli. 


KA 
3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


9:59 YAN 


< Library = Tes Formatif 2 


© PEMA4101/ MODUL 5 5.31 


A TES FORMATIF Z 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Sebutkan dua definisi ‘renaissance’ berdasarkan konteksnya! 

2) Jelaskan kontribusi matematikawan Fra Luca Pacioli bagi matematika 
renaissance! Selanjutnya, jelaskan kontribusi matematikawan del Ferro! 

3) Jelaskan kontribusi matematikawan Tartaglia bagi matematika! 

4) Jelaskan kontribusi matematikawan Cardan bagi matematika! 

5) Jelaskan kontribusi matematikawan Bombelli bagi matematika! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. 
Kemudian. gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2 


a Jumlah Jawaban yang Benar P 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80 - 89% = baik 
70 - 79% = cukup 
< 70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 3. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang 


belum dikuasai. 


= 3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


9:59 YAN 


< Library = Kegiatan Belajar 3 


5.32 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA 6 


KEGIATAN BELAJAR 93 


Persamaan Pangkat Empat, dan Perkembangan 
pada Masa Selanjutnya 


S etelah persamaan pangkat tiga berhasil diperoleh solusinya, suatu proses 
alamiah yang muncul kemudian adalah bahwa para matematikawan 
hendaknya mengkaji bidang persamaan kuartik (derajat keempat, atau 
pangkat empat). Pada kegiatan belajar ini kita terlebih dahulu membahas 
tentang solusi Ferrari untuk persamaan pangkat empat. Setelah itu, kita akan 
membahas sekilas sejarah persamaan pangkat lima dengan mengedepankan 
Ruffini, Abel, dan Galois. Meski tidak termasuk ke dalam perkembangan 
„matematika Renaissance, topik sejarah persamaan pangkat lima tampaknya 
merupakan catatan tambahan yang relevan untuk memahami secara lebih 
Utuh peran para ahli aljabar dalam perkembangan matematika. 


A. FERRARI DAN SOLUSI PERSAMAAN PANGKAT EMPAT 


Solusi untuk persamaan pangkat empat terungkap pada kajian sebuah 
masalah yang diajukan oleh Zuanne de Tonini da Coi dari Brescia kepada 
Cardan pada tahun 1540: “Bagilah bilangan 10 ke dalam tiga bagian yang 


proporsional sehingga hasilkali dari bagian pertama dan bagian kedua adalah 
= 


b 
6.” Jika bilangan-bilangan itu disebut — , x, dan E . maka kondisi-kondisi 
= 


yung ditetapkan terpenuhi secara jelas. Khususnya, syarat bahwa 

É 4x45 510 

x 6 
adalah ekuivalen dengan persamaan pangkat empat 

xê + 6x? +36 = 60x. 

Setelah upaya yang tidak berhasil untuk memecahkan persamaan ini, Cardan 
memberikannya kepada muridnya, Ludovico Ferrari (1522-1565). Ferrari, 
menggunakan aturan-aturan untuk menyelesaikan persamaan pangkat tiga, 
pada akhirnya berhasil di mana gurunya telah gagal. Sekurang-kurangnya, 
Cardan berbahagia dari memasukkan hasil itu ke dalam Ars Magna, dengan 
pengakuan sepantasnya dalam buku tersebut bagi Ferrari 


Ferrari, seorang anak dari keluarga yang miskin, diambil oleh rumah 
tangga Cardan sebagai seorang pelayan pada usia 14 tahun. Meski dia tidak 


+B 
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pernah menerima pendidikan formal, Ferrari sangat cerdas, dan Cardan 
bersedia untuk mengajarinya bahasa Latin, Yunani, dan matematika, Cardan 
segera menjadikannya sekretaris pribadi, dan setelah empat tahun masa 
kerjanya, Ferrari pergi untuk menjadi pengajar publik dalam matematika di 
Universitas Milan. Dia menjadi profesor matematika di Bologna tahun 1565 


dan wafat pada tahun yang sama, diracun arsenik putih oleh saudarinya 
sendiri, menurut rumor yang beredar. 

Ferrari terjun ke dalam perdebatan tentang solusi persamaan kubik 
dengan bersumpah bahwa dia hadir pada pertemuan antara Cardan dan 
Tartaglia dan bahwa tidak ada sumpah rahasia yang terjadi saat itu. Selalu 
bersemangat untuk membela gurunya, Ferrari kemudian menantang Tartaglia 
ke dalam suatu perdebatan publik tentang matematika dan ilmu-ilmu lain 
yang terkait dengannya. Dia menulis dalam pernyataan yang tersebar luas: 
“Anda telah menulis hal-hal yang secara keliru dan tidak pantas menghinakan 
Signor Cardan, yang bila dibandingkan dengannya Anda hampir tidak berarth 
apa-apa,” Pernyataan balasan Tartaglia meminta Ferrari untuk membiarkan 
Cardan menjalani takdir pertempurannya sendiri atau mengakui bahwa dia 
sedang bertindak mewakili Cardan; tantangan itu akan diterima jika Cardan 
bersedia untuk menandatangani surat yang telah ditandatangani oleh Ferrari 
dan jika (karena Tartaglia mengkhawatirkan semacam tipu daya) topik-topik 
dari Ars Magna tidak disertakan dalam kontes. Satu perdebatan lainnya 
terjadi di mana 12 pucuk surat menjadi medianya, penuh dengan tuduhan dan 
cacian, masing-masing pihak berupaya untuk membela posisinya sendiri 


Pada salah satu surat balasan. Ferrari membuat kesalahan dengan menyebut 
dirinya sendiri “Cardan's creation,” sehingga membuka kesempatan bagi 
Tartaglia untuk puas sejak saat itu memanggilnya dengan sebutan “Cardan's 
creature.” 

Kontes tersebut akhirnya berlangsung di Gereja Santa Maria del 
Giardino dei Minori Osservanti di kota Milan, sebelum sebuah acara 
pertemuan besar terkemuka pada tahun 1548. Barangkali karena menyadari 
keterbatasan dirinya sendiri, Cardan memiliki firasat untuk pergi 


meninggalkan Milan selama beberapa hari. Ti 
kontes tersebut kecuali tentang beberapa pernyataan bahwa pertemuan itu 


ak ada catatan peristiwa 


segera memburuk menjadi kontes teriakan terkait sebuah masalah ajuan 
Ferrari yang tidak dapat diselesaikan oleh Tartaglia. Pertikaian sengit ini 
berlanjut pada jamuan makan malam sehingga setiap orang terpaksa 
meninggalkan ruangan. Kita tidak tahu apa yang sebenarnya terjadi, tetapi 
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selanjutnya Tartaglia kehilangan jabatan mengajarnya di Brescia, sedangkan 
Ferrari menerima sekumpulan tawaran yang menggiurkan—termasuk 
undangan untuk memberikan perkuliahan di Venice, markas besar Tartaglia 
Dengan demikian, kita tampaknya boleh menyimpulkan bahwa Tartaglia 
kalah dalam kontes tersebut. 

Metode Ferrari untuk menyelesaikan persamaan pangkat empat dapat, 
dalam notasi modern, dirangkumkan sebagai berikut, Pertama, reduksi 
persamaan 0 7 

x*+ax'+bx*+exr+d=0 
ke bentuk istimewa ` 
y*+py*+qyt+r=0 
di mana suku dalam y* hilang, dengan menyubstitusikan x = y — al4. 
Sekarang ruas kiri dari 
y*+py*=—-qy-r 
Memuat dua suku dari kuadrat dari V + p. Sekarang mari kita selesaikan 
kuadrat itu dengan menambahkan py? + p* pada tiap ruas persamaan untuk 
mendapatkan 
(y? +p)? = y* +2py*+p* —py tp” —9y—r 
Kita sekarang mengemukakan satu yang tidak diketahui lainnya untuk tujuan 
Mengubah anggota kiri dari persamaan ini ke dalam G7? tpt 2): Ini 


Wiperoleh dengan menambahkan 2(y? +p)z +z? ke masing-masing 
ruas, dan mendapatkan 
O0-pt2) e 


py +p*—aqy—r +27 +p)z +z? 
p +2z}y*— qy +(p7-r+2pz +z?) 


ihnya sekarang menjadi pencarian suatu nilai z yang menjadikan ruas 
kanan persamaan, suatu persamaan kuadrat dalam v, suatu kuadrat sempurna, 


Ini akan jadi demikian saat diskriminan dari persamaan kuadrat itu nol; yaitu, 
bila 
2 2 
4(p + 2z)(p? —r +2pz +z°) =q? 
yang menuntutkan penyelesaian suatu persamaan pangkat tiga dalam z: yaitu, 
8z3 + 20pz? + (16p? — Brz + (4p3 —4pr-q°)=0 
Persamaan terakhir di atas dikenal sebagai persamaan kubik resolven dari 
suatu persamaan pangkat empat yang diketahui. dan ia dapat diselesaikan 
dalam cara biasa. Pada umumnya terdapat tiga solusi untuk persamaan kubik 
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resolven, dan y dapat ditentukan dari salah satu yang manapun dari solusi- 
solusi itu dengan menarik akar-akar kuadrat. Setelah nilai y diketahui, solusi 
untuk persamaan pangkat empat yang aslinya siap untuk dicapai. 

Jika prosedur di atas tampak rumit, sebuah contoh dari Ars Magna dapat 
membantu memperjelas urutan langkah-langkahnya. Cardan mengkaji (Bab 
39, Masalah 9) persamaan pangkat empat x*+4x+8= 10x", atau 
secara ekuivalen. 

x*— 10x? =—4x-8 

Dengan melengkapkan kuadrat di ruas kiri, seseorang memperoleh 

(x? — 10)? = —10x* — 4x +92 
Dengan menambahkan kuantitas 2z(x? bat 10) +27 ke tiap ruas, 
persamaan ini diubah ke 

(1) 
(x? — 10+ z)? = (2z — 10)x? — 4x + (92 — 202 + z*) 

Di mana z adalah sesuatu yang tidak diketahui yang baru. Selanjutnya bentuk 
di ruas kiri adalah kuadrat sempurna jika z dipilih memenuhi kondisi 

4(2z — 10)(92 — 20z + z?) = 16, 

atau setelah penyederhanaan. 

23—252? 41922 = 462, 
Ini merupakan suatu persamaan kubik dari mana z dapat ditemukan. Kita 
mulai dengan memisalkan z = & + = : substitusi ini mereduksi persamaan 
ke bentuk 


2_ 4%, , s2 
i aa 


5 . 4 
Sebuah solusi adalah w = —-, sehingga z = 7. Nilai z inilah yang 
s 


hendaknya memberikan kuadrat-kuadrat pada kedua ruas persamaan (1). 
Hasil menyubstitusikan z= 7 adalah 
(x? — 3)? = —4x 1 = (2x — 1)? 
2_3=>+(2s-— 4 
3 (2s 1) Tanda positif memberikan 

x1—2x—2—0 

dan tanda negatif menghasilkan 
x #2x—450 


Dalam menyelesaikan persamaan-persamaan ini dengan formula kuadrat. 


Sehingga x 


ditemukan bahwa empat solusi dari persamaan pangkat empat aslinya adalah 


% 
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1443, 1-3, 145, dan —1-V5. 
B. CATATAN TAMBAHAN: KISAH PERSAMAAN PANGKAT 
LIMA—RUFFINI, ABEL, DAN GALOIS 


Kilasan sejarah tentang perkembangan matematika pada masa 
Renaissance memiliki catatan tambahan dari matematika masa selanjutnya. 
Kita mengetahui bahwa dalam kasus persamaan-persamaan kuadrat, pangkat 
tiga, dan pangkat empat, formula-formula eksplisit untuk akar-akamya 
ditemukan terbentuk dari koefisien-koefisien persamaan itu dengan 
menggunakan empat operasi aritmetik (penjumlahan, perkalian, 
pengurangan, pembagian) serta dengan mengambil bentuk-bentuk akar yang 
beragam jenisnya. Langkah wajar selanjutnya adalah mencari solusi-solusi 
Berupa itu dari persamaan-persamaan berderajat lebih tinggi, dengan 
anggapan bahwa suatu persamaan berderajat n seharusnya dapat diperoleh 
Solusinya secara formal dengan menggunakan bentuk-bentuk akar dan 
mungkin dengan bentuk-bentuk akar dari suatu eksponen yang tidak lebih 
besar dari n. 

Hampir selama 300 tahun, para ahli aljabar bergulat dengan persamaan 
berderajat lima (persamaan pangkat lima) yang umum dan hampir tidak 
membuat kemajuan sedikit pun. Tetapi, kegagalan yang berulang ini 
sekurang-kurangnya berakibat pada tersiratkannya kemungkinan, yang 
mengejutkan ketika itu, bahwa persamaan berpangkat lima barangkali tidak 
dapat diselesaikan dalam cara demikian. 

Paolo Ruffini (1765-1822), seorang dokter Italia yang mengajarkan 
matemutika berikut juga ilmu kedokteran di Universitas Modena, 
menegaskan kecurigaan tentang kemustahilan penemuan solusi-solusi aljabar 
untuk persamaan berderajat kelima yang umum, Bukti Ruffini, yang muncul 
dalam karya dua-volumenya Teorie generale delle equazioni pada tahun 
1799, memiliki garis besar yang kuat meski beberapa rinciannya 
mengandung kekeliruan. Seorang jenius berkebangsaan Norwegia Nicls 
Henrik Abel (1802-1829), saat dia berumur 19 tahun, mengadakan studi 
tentang masalah yang sama. Pada awalnya dia berpikir bahwa dia telah 
menemukan suatu solusi untuk persamaan pangkat lima umum dengan 
menggunakan bentuk-bentuk akar. tetapi pada masa selanjutnya dia 
mengukuhkan  ketidak-dapat-selesaian persamaan tersebut, dengan 
menggunakan sebuah argumen yang lebih teliti daripada yang dikemukakan 
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oleh Ruffini. Abel sepenuhnya menyadari nilai penting temuannya dan 
kemudian menerbitkannya dengan biaya sendiri pada tahun 1824, dalam 
pamilet berjudul Memoire sur les equations algébriques on on démontre 
Nimpossibilite de la résolution de Veguation general du cinquième degré 
Untuk menekan rendah biaya, pamflet utuhnya harus diringkas-padatkan ke 
dalam enam halaman cetak sehingga pembaca sukar untuk mengikuti 
penalarannya. Oleh karena itu, nilai penting karya Abel lepas dari perhatian 
para ilmuwan sezamannya. Saat tiba giliran matematikawan terkemuka Eropa 
Carl Friedrich Gauss menerima salinannya, sang ilmuwan hebat ini hanya 
mengabaikannya tanpa kajian mendalam dengan komentar tidak sedap, “Here 
is another of those monstrosities.” 
Kesempatan Abel akhirnya tiba saat dia berkenalan dengan August 
Leopold Crelle. seorang ahli teknik sipil Jerman dan matematikawan amatir 
a yang antusias. Ketika itu, Crelle sedang berencana untuk menerbitkan sebuah, 
jurnal baru, yang akan menjadi media cetak berkala pertama yang dicurahkan 
khusus untuk penelitian matematika, Abel dengan semangat bersedia untuk 
menyerahkan artikel-artikel, dan tiga volume pertama dari Journal fiir dig 


reine ind angewandte mathematik (Joumal for Pure and Applied 
Mathematics), atau Crelle's Journal seperti lazimnya disebut, memuat 22 
makalah yang ditulis oleh Abel. Pada volume perintis jurnal itu (1826), dia 
memperluas penelitian sebelumnya ke dalam apa yang pada masa sekarang 
dikenal sebagai teorema Abel-Ruffini: Tidak mungkin kita temukan formula 
umum untuk akar-akar dari suatu persamaan polinom berderajat lima atau 
lebih tinggi jika formula untuk solusinya dibolehkan menggunakan hanya 
operasi-operasi aritmetik dan penarikan akar-akar. Saat Abel menulis 
makalahnya, dia tidak menyadari bahwa telah ada seseorang yang 
mendahuluinya. Namun demikian, pada waktu selanjutnya dalam sebuah 
naskah Sur la résolution aleébraique des equations (bertanggal tahun 1828 
tetapi baru diterbitkan setelah Abel wafat), dia menulis: “Satu-satunya orang 
sebelum saya, jika saya tidak keliru, yang telah mencoba untuk membuktikan 
kemustahilan solusi aljabar dari persamaan umum itu adalah matematikawan 
Ruffini, tetapi makalahnya sedemikian rumit hingga sukarlah menilai 
ketepatan dari argumen-argumennya.” 

Teorema Abel tentang ketidak-dapat-selesaian persarnaan-persamaan 
yang lebih tinggi hanya berlaku pada persamaan-persamaan umum. Ada 
banyak persamaan istimewa yang dapat diselesaikan dengan bentuk-bentuk 
akar, dan karakterisasi dari ini semua masih tetap merupakan sebuah 
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pertanyaan yang terbuka. Pada akhirnya seorang matematikawan muda 
Evariste Galois (1811-1832) secara definitif menjawab persamaan-persamaan 
khusus seperti apa dari suatu derajat tertentu yang memungkinkan solusi 


aljabar. Publikasi naskah-naskah Galois setelah dia wafat dalam Liouville's 
Journal de Mathématiques pada tahun 1846 mewakili baik penuntasan 
penelitan Abel maupun fondasi teori grup, sulah satu dari cabang-cabang 
terpenting dalam matematika modern. Dengan melihat signifikansi 
temuannya, seseorang secara alamiah bertanya mengapa diperlukan 14 tahun 
setelah wafatnya Galois sampai akhirnya elemen-elemen esensial dari 
garapannya dipublikasikan dalam bentuk cetak. Alasannya adalah kombinasi 
dari ketidakberuntungan dan kecerobohan, Naskah aslinya terlantarkan entah 
di mana oleh editor yang ditugaskan untuk mengkajinya, dan pada 
penyerahan kedua kalinya, naskahnya dikembalikan oleh editor yang kedua, 
ayang menilai bahwa isinya tidak dapat dipahami. 

Rangkaian kejadiannya tampak seperti berikut, Galois pertama kali 
Menyerahkan hasil garapannya tentang solusi aljabar untuk persamaan- 
persamaan kepada Academy of Sciences pada bulan Mei 1829, saat dia masih 
berumur 17 tahun. Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), seorang anggota 
(ewan keilmuwan tersebut dan pengajar pada Ecole Polytechnique, ditunjuk 
Sebagai peninjau. Cauchy barangkali lupa atau kehilangan pesan itu, seperti 
juga satu pesan lain yang disampaikan seminggu kemudian, Galois 


selanjutnya (Pebruari 1830) menyerahkan sebuah versi baru kajiannya 
kepada Academy, berharap memasukkannya dalam kompetisi untuk meraih 
Hadiah Besar dalam Matematika, kehorma tertinggi matematika di sana. 
Kali ini naskahnya dipercayakan kepada sekretaris tetap Academy, Joseph 
Fourier (1768-1830), yang wafat tidak lama setelah itu, sebelum sempat 
mengkaji naskah Galois. Sebuah kekecewaan lain menanti Galois. Pada 


bulan Januari 1831, dia menyerahkan tulisan untuk ketiga kalinya dengan 
judul "Une mémoire sur les conditions de résolubilité des equations par 
radicaux.” Setelah tertunda enam bulan, pada mana Galois menulis kepada 
presiden Academy menanyakan apa yang terjadi, naskahnya ditolak oleh 
peninjau Simeon-Denis Poisson (1781-1840). Pada penutup laporannya. 
Poisson menyatakan: 
Argumennya tidak cukup jelas, tidak juga dikembangkan secara cukup 
bagi kami untuk menentukan kebenarannya.... Diharapkan sang penulis 
akan mempublikasikan karyanya secara utuh sehingga kami dapat 
membuat suatu pendapat yang cermat 
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Pada bulan Mei 1832, Galois terpancing untuk melakukan duel dalam 
kondisi-kondisi yang tidak jelas, (Teori yang diajukan mengisahkan bahwa 
penantang Galois telah disewa oleh pihak kepolisian, yang mengatur 
konfrontasi itu untuk membasmi orang-orang yang mereka pandang sebagai 
tokoh radikal berbahaya.) Pada malam hari setelah duel terjadi, barangkali 
saat dirasakan ajalnya semakin dekat, Galois menulis sepucuk surat kepada 
sahabatnya untuk menjelaskan isi dari tulisan yang telah ditolak oleh Poisson. 


sa memuat 
an. Surat 


Tujuh halaman dalam surat itu yang ditulisnya secara terge: 
suatu rangkuman temuan-temuan yang belum dapat dia kembang! 
tersebut diakhiri dengan harapan permintaan: 
Pada akhirnya akan ada, saya harap, ora 
mengetahui manfaat dari terungkapnya isi dari tulisan yang tidak 
tertata baik ini. 


2-orang yang akan 


5 


Galois menghabiskan waktunya yang masih tersisa malam itu untuk 
membuat catatan-catatan penjelas dan koreksi-koreksi pada beberapa 
makalahnya: di sebelah sebuah teorema, dia membubuhkan tulisan dengan 
lergesa-gesa: 
Ada sedikit hal tersisa untuk dilengkapi dalam bukti ini, Saya tidak 
punya waktu. 


Duel berdarah tersebut terjadi pada tanggal 30 Mei 1832, pagi ha 
sekali, Galois terluka parah karena tembakan di perutnya, dan tergeletak di 
tempatnya jatuh sampai akhirnya ditemukan oleh seorang penduduk yang 
lewat, lalu membawanya ke rumah sakit Dia meninggal dunia pada pagi 
esok harinya karena peritonitis, disaksikan oleh adik laki-lakinya. Galois 
mencoba untuk membesarkan hati sang adik, berkata: “Jangan menangis, 
Aku butuh semua keberanianku untuk mati pada usia dua puluh.” Dia 
dikuburkan di pemakaman Montparnasse, tetapi lokasi pastinya tidak 
diketahui 

Pada tahun 1843, tulisan-tulisan Galois telah sampai ke tangan Joseph 
Liouville (1809-1882), yang setelah menghabiskan waktu berbulan-bulan 
untuk memahaminya, kemudian teryakinkan tentang nilai penting tulisan- 
tulisan tersebut. Dia berpidato di hadapun Academy of Sciences pada tanggal 
4 Juli 1843, diawali dengan kalimat yang barangkali dapat diterjemahkan 
sebagai berikut: 
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Saya berharap untuk menarik perhatian Academy de 


mengumumkan bahwa di antara tulisan-tulisan Evariste Galois 
telah temukan sebuah solusi. yang akurat dan kuat, untuk masalah 
yang indah ini: apakah ya atau tidak ia (persamaan berderajat lima 
yang umum) dapat diselesaikan dengan bentuk-bentuk akar 


Liouville mengumumkan bahwa dia akan mempublikasikan karya-karya tulis 
Galois dalam terbitan Desember 1843 pada media cetak berkala Journal de 
Mathématiques Pures et Appliquées yang baru-baru dirintisnya. Tetapi untuk 
suatu alasan, publikasi versi yang telah diedit dari karya tulis Galois tahun 
1831 itu tidak terwujudkan sebelum akhirnya tiba terbitan Oktober- 
November 1846. 

Meskipun tidak terdapat jejak terkait lokasi makam Galois, tetapi monumen 
bubadinya terdapat pada ide-idenya. Pada akhir 1800-an, teori Galois—berikut 
sebuah topik yang dipicu darinya, teori grup—menjadi bagian terpadu dan 
diterima dalam matematika. Teori Galois tampaknya pernah diajarkan di 
(iniversitas-universitas di Jerman pertama kali oleh Richard Dedekind. yang 


memberikan perkuliahan topik itu di Göttingen pada musim dingin tahun 
1856-1857, dikisahkan bahwa hanya dua orang mahasiswa yang menghadiri 


perkuliahannya, Presentasi penuh dan jelas pertama dari teori 
disampaikan oleh Camille Jordan dalam bukunya Traité des substitutions et 
Wes equations algébraiques (1870) 


Ww LATIHAN 


== 
== 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Jelaskan kontribusi matematikawan Ludovico Ferrari (1522-1565) bagi 
perkembangan matematika pada periode Renaissance! 

2) Di dalam buku apakah solusi persamaan pangkat empat dari Ferrari 
dipublikasikan untuk pertama kalinya? Jelaskan. 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Ferrari berhasil menemukan metode solusi persamaan pangkat empat 
(persamaan kuartik) dengan menggunakan aturan-aturan untuk 
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menyelesaikan persumaan pangkat tiga. Temuan ini dipicu oleh kajian 
sebuah masalah yang diajukan oleh Zuanne de Tonini da Coi dari 
Brescia kepada Cardan pada tahun 1540, yang tidak dapat dipecahkan 
oleh Cardan, dan kemudian disampaikan oleh Cardan kepada Ferrari 

2) Solusi untuk persamaan pangkat empat dari Ferrari dipublikasikan untuk 
pertama kalinya dalam buku Ary Magna karya Cardan, yung adalah 
gurunya sendiri, dengan pengakuan bagi Ferrari dalam buku tersebut. 


= 
=) RANGKUMAN 
== 


Setelah persamaan pangkat tiga berhasil ditemukan solusinya, suatu 
proses. alamiah yang muncul selanjutnya adalah bahwa para 
matematikawan hendaknya mengkaji bidang persamaan kuartik. 
Ludovico Ferrari (1522-1565) berhasil menyelesaikan persamaan 
pangkat empat, yang dipicu oleh masalah yang diajukan oleh da Coi 
kepada Cardan, dengan menggunakan aturan-aturan untuk 
menyelesaikan persamaan pangkat tiga. Sekurang-kurangnya, Cardan 
berbahagia karena dapat memasukkan hasil itu ke dalam Ars Magna, 
dengan pengakuan sepantasnya yang dianugerahkan kepada Ferrari. 

Kilasan sejarah tentang perkembangan matematika pada masa 
Renaissance memiliki catatan tambahan dari matematika abad ke-19. 
Kita tahu bahwa—dalam kasus persamaan-persamaan kuadrat, pangkat 
tiga, dan pangkat empat—formula-formula eksplisit untuk akar-akarnya 
terbentuk dari koefisien-koefisien persamaan itu dengan menggunakan 
empat operasi aritmetik dan dengan mengambil beragam jenis bentuk 
akar. Hampir selama 300 tahun, para ahli aljabar bergulat dengan 
persamaan berderajat lima umum dan hampir tidak membuat kemajuan 
sedikit pun. Kegagalan ini sekurang-kurangnya berakibat pada 
tersiratkannya kemungkinan, yang mengejutkan saat itu, bahwa 
persamaan berpangkat lima barangkali tidak dapat diselesaikan dalam 
cara demikian. 
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Z TES FORMATIF 3 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Jelaskan mengapa hampir selama 300 tahun, para ahli aljabar bergulat 
dengan persamaan pangkat lima yang umum dan hampir tidak membuat 
kemajuan sedikit pun! 

2) Jelaskan kontribusi Ruffini pada ditemukannya solusi persamaan 
pangkat lima! 

3) Jelaskan kontribusi Abel pada ditemukannya solusi persamaan pangkat 
lima! 

4) Jelaskan kontribusi Galois pada ditemukannya solusi persamaan pangkat 
lima! 

5) Jelaskan tentang mengapa diperlukan 14 tahun setelah wafatnya Galois 
sampai akhirnya elemen-elemen esensial dari garapannya dipublikasikan 
dalam bentuk cetak! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 3 yang 
lerdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 3, 


= Jumlah Jawaban yang Benar R 
Tingkat penguasaan = x100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan; 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan modul selanjutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 3, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 
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Kunci Jawaban Tes Formatif 


Tes Formatif I 


1) Abad ke-12 di Eropa sebagai “abad” penterjemahan, karena banyak 
sekali prestasi besar abad itu berkisar di sekitar penterjemahan karya- 
karya matematika dari bahasa Arab ke dalam bahasa Latin. Periode 
penterjemahan ini sebenarnya memiliki rentang lebih dari dua abad, 
yaitu di antara sekitar 1100 hingga sekitar 1300 

2) Adelard dari Bath, Gerard dari Cremona, Robert dari Chester, Campanus 
dari Novarra, William dari Moerbeke, dan John dari Holywood atau 
Sacrobosco. 

3) Sistem bilangan Hindu-Arab ditolak dengan mempertimbangkan sangat 
beragamnya bentuk dari angka-angka tertentu dalam sistem tersebuf 
ketika itu, serta peluang terjadinya ambiguitas, kesalahpahaman, dari 
penipuan. 

4) Teori yang paling luas diterima adalah bahwa sistem bilangan Hindus 
Arab pertama kali muncul di India sekitar abad ketiga. dibawa ké 
Baghdad pada abad kedelapan, dan akhirnya disebarkan ke Eropa Baral 
melalui bangsa Moor Spanyol. 


5) Liber Abaci menyajikan hampir semua pengetahuan aritmetik yang ada 
pada masa itu, termasuk banyak sekali sains Arab, dan interpretasi- 
interpretasinya: Liber Quadratorum membahas tentang persamaan- 
persamaan Diophantus yang berpangkat dua. 


Tes Formatif 2 


I) Istilah ‘Renaissance’ dapat dimaknai sebagai kebangkitan besar dalam 
literatur dan seni yang menjunjung kebudayaan klasik, atau sebagai 
suatu periode transisi (sekitar 1350-1550) di mana telah terjadi 
perubahan dari buday 
budaya yang terutama bersifat sekuler, awam, urban, dan nasional. 


yang bersifat feudal dan berinduk pada gereja ke 


2) Pacioli menulis karya Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni, 
et Proportionalita (1494) yang berkontribusi menetapkan batas-batas 
pengetahuan matematis kontemporer dan untuk memberikan suatu 
program bagi kebangkitan kembali matematika: Scipione del Ferro 
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4) 


Te 


(1456-1526) dari Universitas Bologna meruntuhkan prediksi Pacioli 
dengan menyelesaikan persamaan kubik untuk kasus khusus a? + px = 4. 
di mana p dan y positif. 

Tartaglia mengetahui sendiri solusi persamaan kubik untuk kasus khusus 
x + px = q di mana p dan q adalah positif, meski del Ferro 
mengetahuinya lebih awal (tanpa mempublikasikannya). Selain itu 
Tartaglia pun berhasil menemukan formula untuk solusi sebarang 
persamaan jenis x* + pi? = 4. Dalam hal tulisan. karya matematis dari 
Tartaglia adalah General Trattato di Numeri et Misure (1556-1560) dan 
Nova Scientia (1537), 

Girolamo Cardano adalah penulis Ary Magna (1545), suatu teks yang 
membahas persamaan-persamaan aljabar. Salah satu isinya adalah 
formula untuk 4? + px = q yang diperolehnya dari Tartaglia, yang 
kemudian diperluasnya untuk mencakup bentuk-bentuk lain dari 
persamaan kubik itu, supaya mencakup semua kasus lainnya. Pada 


khususnya, Cardan adalah orang pertama yang tidak mengabaikan akar- 
akar negatif, dan dia juga yang pertama menyadari bahwa persamaan 
pangkat tiga mungkin memiliki tiga buah akar. Dia juga memberi 
realisasi yang jelas tentang eksistensi dari apa yang kita sekarang sebut 


sebagai bilangan kompleks atau bilangan imajiner, 

Bombelli adalah matematikawan pertama yang secara cukup tegas 
menerima eksistensi bilangan-bilangan imajiner. Bombelli 
mendemonstrasikan fakta yang luar biasa bahwa bilangan-bilangan real 
dapat dimunculkan dari bilangan-bilangan imajiner. Sejak saat itu, 
bilangan imajiner kehilangan sekian karakter mistiknya. meskipun 
penerimaan sepenuhnya terhadap bilangan imajiner sebagai bilangan 
yang otentik barulah terwujud pada tahun 1800-an. Dalam hal tulisan, 
dia menulis Algebra, yang dimaksudkan sebagai kajian sistematik aljabar 
sebagai penerus Ars Magna karya Cardan. 


Formatif 3 


Karena saat itu para ahli aljabar berupaya menemukan solusi untuk 
persamaan pangkat lima dalam cara sebagaimana mereka menemukan 
solusi-solusi untuk persamaan kuadrat, persamaan pangkat tiga, dan 
persamaan pangkal empat, di mana formula-formula eksplisit untuk 
akar-akarnya ditemukan terbentuk dari koefisien-koefisien persamaan itu 
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3) 


4) 


5) 


dengan menggunakan empat operasi aritmetik dan dengan mengambil 
bentuk-bentuk akar yang beragam jenisnya 

Paolo Ruffini (1765-1822) menegaskan kecurigaan tentang kemustahilan 
penemuan solusi-solusi aljabar untuk persamaan berderajat kelima yang 
umum. Bukti Ruffini, yang muncul dalam karya dua-volumenya Teorie 
generale delle equazioni pada tahun 1799, memiliki garis besar yang 
kuat meski beberapa rinciannya mengandung kekeliruan. 

Niels Henrik Abel (1802-1829), saat dia berumur 19 tahun, mengadakan 
studi tentang masalah yang sama. Awalnya dia berpikir telah 
menemukan solusi persamaan pangkat lima umum dengan menggunakan 
bentuk-bentuk akar, tetapi kemudian dia mengukuhkan ketidak-daput- 
selesaian persamaan tersebut, dengan menggunakan sebuah argumen 
yang lebih teliti daripada yang dikemukakan oleh Ruffini. Khususnya, 
Abel memperluas penelitian sebelumnya ke dalam apa yang pada masi 
sekarang dikenal sebagai teorema Abel-Ruffini: Tidak mungkin kita 
temukan formula umum untuk akar-akar dari suatu persamaan polinony 
berderajat lima atau lebih tinggi jika formula untuk solusinya dibolehkan 
menggunakan hanya operasi-operasi aritmetik dan penarikan akar-akar | 
Teorema Abel tentang ketidak-dapat-selesaian persamaan-persamaatt 
yang lebih tinggi hanya berlaku pada persamaan-persamaan umum, Add 
banyak persamaan istimewa yang dapat diselesaikan dengan bentuk= 


bentuk akar. dan karakterisasi dari ini semua masih tetap merupaka 
sebuah pertanyaan yang terbuka. Untuk menjawabnya, Evariste Galois 
(1811-1832) secara definitif menjawab persamaan-persamaan khusus 
seperti apa dari suatu derajat tertentu yang memungkinkan solusi aljabar. 
Selain itu, publikasi naskah-naskah Galois setelah dia wafat dalam 
Liouville’s Journal de Mathématiques pada tahun 1846 ternyata 
mewakili baik penuntasan penelitian Abel maupun fondasi teori grup, 
salah satu dari cabang-cabang terpenting dalam matematika modem. 
Alasannya adalah kombinasi dari ketidakberuntungan dan kecerobohan 
Naskah aslinya terlantarkan entah di mana oleh editor yang ditugaskan 


untuk mengkajinya (yaitu, Augustin-Louis Cauchy). Pada penyerahan 
kedua kalinya, naskahnya yang dipercayakan kepada Joseph Fourier 
berakhir kembali di tumpukan kertas, karena Joseph Fourier wafat 
sebelum sempat membacanya. Akhirnya, pada ketiga kalinya. naskah 
Galois ditolak olch peninjaunya, Simeon-Denis Poisson (1781-1840), 
yang memandang bahwa argumen Galois tidak cukup jelas. 
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Awal Matematika Modern: 
Abad Ke-17 dan Ke-18 


Prof. Dr. Wahyudin, M.Si. 
[= PENDAHULUAN 


aman Renaissance, yang pada abad keenam belas berlangsung pesat di 

Italia, segera menyebar ke utara dan barat, pertama ke Jerman, dan 
kemudian ke Perancis dan Negara-negara Bawah, dan akhimya ke Inggris 
Pada akhir 1600-an, arus kemajuan dalam bidang sains, teknologi. dan 
perekonomian berpusat ke Selat Inggris—di negara-negara yang terguga : 
oleh perdagangan yang timbul dari penjelajahan menemukan dunia-dunia 
baru. Awalnya, kebangkitan itu terutama terjadi dalam literatur, tetap 
selanjutnya sedikit demi sedikit pura cendikiawan mulai tidak memberikan 
perhatian sedemikian besar pada apa yang tertuliskan dalam buku-buku kung 
dan mulai lebih bersandar pada observasi-observasi mereka sendiri, Zaman 
ini ditandai oleh hasrat besar untuk bereksperimen. dan utamanya untuk 
mengetahui bagaimana segala sesuatu terjadi. Sains abad ketujuh belas dapat 
dikatakan telah dimulai sejak kemunculan teks De Magnete karya Gilbert 
pada tahun 1600, tulisan pertama tentang sains fisika yang isinya sepenuhnya 


didasarkan pada eksperimentasi; dan puncaknya adalah Opticks kary. 
Newton pada tahun 1704. 

Pada selang antara De Magnete dan Opticks hadir kontribusi-kontribusi 
dari Johannes Kepler, yang teryakinkan bahwa planet-planet bergerak tidak 


a 


dalam "lingkaran-lingkaran ideal’ seperti gagasan Aristoteles, tetapi dalam 
orbit-orbit yang berbentuk clips. dan sehubungan dengan itu Kepler mulai 
merumuskan hukum hukum-hukum gerakan planet (1619), Selain itu, pada 
masa tersebut terdapat pula demonstrasi-demonstrasi oleh William Harvey 
(1628) tentang rute sirkulasi darah dari jantung melalui arteri-arteri dan vena 
dan Kemudian melalui paru-paru, penetapan prinsip-prinsip kimia modern 
oleh Robert Boyle dalam karyanya Sceprical Chymist (1661); dan publikasi 
Micrographia (1665) karya Robert Hooke, suatu kerja skala besar paling 
awal tentang observasi mikroskopik struktur sel. Namun demikian. 
penjabaran di atas tidak cukup untuk menggambarkan pencapaian- 
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pencapaian suatu periode yang sedemikian kaya dengan temuan baru dan 
kemajuan dalam bidang metode-metode ilmiah sains, 

Setelah menyelesaikan modul ini, Anda diharapkan memiliki berbagai 
kemampuan sebagai berikut 
menjelaskan tentang beberapa momentum besar matematika abad ke-17. 
menjelaskan garis besar asal usul dan perkembangan teori probabilitas: 
menjelaskan garis besar perkembangan teori bilangan pada abad ke-17 
dan 18. 


wre 
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KEGIATAN BELAJAR 1 


Dunia Mekanika: Descartes dan Newton 


R enaissance menandai kebangkitan kembali konsep-konsep klasik, 
sedangkan abad ketujuh belas mengukuhkan matematika pada 
fondasi-fondasi yang sepenuhnya baru. Perubahan-perubahan yang terjadi 
saat itu sedemikian ekstensif dan radikal hingga para ahli sejarah menyebut 
periode setengah abad sejak tahun 1637 hingga 1687 sebagai sumber mata air 
matematika modern—tahun yang pertama menunjuk pada publikasi La 
Géométrie, tahun yang kedua pada publikasi Principia Mathematica karya 
Newton 


A. AWAL NOTASI MODERN: FRANCOIS VIETA 


Sukarlah untuk mengatakan secara pasti mengapa terdapat prestasis 
prestasi matematis yang spektakuler pada periode waktu tertentu ini, tetapi 
pembenahan dalam cara ekspresi matematis adalah suatu transisi yang mesi 
dari konsepsi-konsepi kuno ke konsepsi-konsepsi modem, Hasil-hasil baru 
seringkali menjadi mungkin hanya karena suatu cara menulis yang berbeda; 
Tentu saja, pada tahun 1600, notasi-notasi matematis baru (elah muncul di 
Eropa seperti bunga di musim semi. Tanda + dan — pertama kali muncul 
sebagai cetakan dalam Mercantile Arithmetic dari Johann Widmann (1489). 
di mana Jambang-lambang tersebut menunjuk, bukan pada penjumlahan atau 
pengurangan atau pada bilangan positif dan bilangan negatif, tetapi pada 
kelebihan atau kekurangan dalam persoalan perdagangan. Orang pertama 
yang menggunakan lambang-lambang tersebut dalam menuliskan bentuk 
aljabar adalah matematikawan Belanda Vander Hoecke (1514) 

Dalam buku Inggris pertama tentang aljabar, dipublikasikan dengan 
judul yang menawan The Wherstone of Witte (1557), Robert Recorde 
memperkenalkan simbol =, tetapi dengan garis-garis yang lebih panjang, 
untuk melambangkan ekualitas. Namun demikian. lambang ini tidak seg 


a 
menjadi populer, Xylander (1575) memilih dua garis sejajar yang tegak; dan 
penggunaan tanda a untuk ekualitas terus berlangsung hingga tahun 1700-an 
Simbol-simbol untuk perkalian dan pembagian berkembang jauh lebih lambat 


= 3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:00 Y 4 N 


< Library = Halo. 4 


6.4 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA © 


daripada symbol untuk penjumlahan dan pengurangan. Thomas Harriot, 
dalam karyanya Artis Analyticae Praxis (Praktek Seni Analitik. 1631), 
melambangkan perkalian dengan sebuah titik noktah, tetapi Clavis 
Mathematicae (Kunci Matematika. 1631) karya dari seorang ahli aljabar 
Inggris lainnya, William Oughtred, menggunakan tanda silang x. Harriot juga 
menyumbangkan lambang > dan < untuk “lebih dari” dan “kurang dari.” 
Dalam karya Rahn, Teursche Algebra, diterbitkan tahun 1659, simbol + untuk 
pembagian ditemukan dalam cetakan untuk pertama kalinya. Tanda kuadrat 


V dapat ditelusuri kemunculannya dalam Die Coss karya Christoff 
Rudolff (1525), di mana lambang itu hanya memiliki dua tarikan ruas garis. 
Seringkali dikatakan bahwa Rudolf telah memilih lambang V karena ia 
menyerupai huruf r kecil, huruf awal dari kata ‘radix’ 

Pada tabun 1500-an, dominasi dalam bidang aljabar beralih dari Italia ke 
negara-negara kontinental lain, khususnya Jerman dan Perancis. Michael 
Stifel adalah penulis Jerman paling terkemuka dalam subjek tersebut. Karya 
titamanya, bukuteks praktis Aritmetica Integra, muncul pada tahun 1544 saat 
dia hampir berusia 60 tahun, Buku dalam bahasa Jerman Deutsche 
Arithmerica diterbitkan tahun berikutnya, dan diikuti pada tahun 1553 dengan 
komentar ekstensifnya tentang Die Coss karya Christoff Rudolff. 
Pengembangan oleh Stifel dalam notasi aljabar adalah melambangkan 
perpangkatan bilangan bulat dari suatu kuantitas yang tidak diketahui dengun 
mengulang huruf yang sama sebanyak bilangan pangkat yang dimaksudkan: 
bentuk 1AAA berarti A” bagi kita, Dia membolehkan koefisien-kocfisien 
negatif dalam persamaan-persamaan, tetapi menolak untuk mengakui 
legitimasi akar-akar negatif. Stifel melanjutkan praktek lazim penulisan 
ekualitas dengan kata-kata, misalnya, dalam Arithmetica Integra dia 
menuliskan 

85B — IBB aequatur 1156 

Di Perancis, François Vièta (1540-1603), penasehat kerajaan bagi Henry 
IV dan seorang matematikawan terkemuka pada masanya, mengambil 
langkah sangat penting dalam menyempumakan simbolisme aljabar. Sejak 
masa Euclid, huruf-huruf telah digunakan untuk mewakili kuantitas-kuantitas 
yang masuk ke dalam persamaan, tetapi belum ada cara untuk membedakan 
kuantitas-kuantitas yang diasumsikan sebagai diketahui dari kuantitas- 
kuantitas yang tidak diketahui. Vitta menganjurkan penggunaan huruf-huruf 
dalam abjad (huruf-huruf besar) sebagai simbol untuk kuantitas-kuantitas, 
baik yang diketahui maupun yang tidak diketahui—huruf-huruf vokal untuk 
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melambangkan kuuntitas-kuantitas yang tidak diketahui, apa yang sekarang 
kita sebut variabel, dan huruf-huruf konsonan untuk mewakili bilangan- 
bilangan yang diasumsikan sebagai diketahui. 

Meski sederhana, aturan Vieta ini berdampak besar untuk membebaskan 
aljabar dari keharusan menangani contoh-contoh khusus yang melibatkan 
koefisien-koefisien numerik yang spesifik. Sebelum adanya notasi literal dari 
Vièta (yaitu, suatu notasi di mana huruf-huruf mewakili bilangan-bilangan), 
perhatian telah berfokus pada persamaan-persamaan spesifik saja. Tiap 
persamaan, misalnya 3x + 2 = 0 atau Gx + Sx + | = 0. memiliki 
individualitasnya sendiri sehingga harus ditangani secara sendiri-sendiri 
Notasi literal memungkinkan penyusunan teori umum persamaan- 
persamaan—untuk mempelajari bukan persamaan seperti 6x? + Sx + 1 = 0, 
tetapi persamaan kuadrat av + bx 4c - 0. 

Notasi vokal-konsonan dari Vitta tidak bertahan lama; karena sekitay 
setengah abad setelah Vieta wafat, hadirlah Géométrie karya Descartes. Dj 
dalam karya ini, huruf-huruf yang terdapat di permulaan abjad digunakan 
untuk kuantitas-kuantitas yang diketahui, dan huruf-huruf akhir dalam abjad 
(khususnya x) digunakan untuk kuantitas-kuantitas yang tidak diketahui, 
Aturan ini dengan cepat merasuk ke dalam praktek matematis abad ketujulf 
belas dan telah bertahan hingga masa modern. | 

Viéta mempertahankan jejak terakhir aljabar verbal dengan menuliskan 
A quadratus, A cubus, dan seterusnya, untuk perpangkatan berbeda dari 
suatu kuantitas A. Gagasan yang sangat memudahkan berupa penggunaan 
bilangan-bilangan pangkat (eksponen) untuk menunjukkan derajat 
(perpangkatan) ke mana suatu kuantitas dinaikkan adalah satu kontribusi 
Jainnya dari Descartes dan muncul pertama kalinya dalam karyanya Discours 
de la Méthode, diterbitkan pada tahun 1637. Derajat-derajat atau 
aimana masih banyak 


perpangkatan dari x secara urut dilambangkan, seba 


dilakukan saat ini, oleh x. xx, a°, a4, .... Namun demikian, untuk suatu alasan 


yang aneh, Descartes hampir selalu menuliskan lambang xx sebagai 
pengganti x°. Penggunaan huruf berulang untuk derajat kedua ini terus 
berlanjut sekian lama, penulis-penulis tertentu telah lebih memilih xx 
berdasarkan alasan yang tidak matematis bahwa lambang tersebut tidak 
mengambil lebih banyak tempat daripada x°. 

Ringkasnya, sejauh ini kita telah menyaksikan bahwa aljabar telah 
melewati tiga tahapan: tahap retorik, di mana semua pernyataan dan 
persamaan dituliskan dalam bahasa biasa, tahap sinkopasi, dimana istilah- 
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istilah yang akrab dituliskan dengan singkatan-singkatan; dan tahap simbolik, 
di mana setiap bagian dari suatu ekspresi diwakili oleh suatu simbol atau 
lambang yang bersifat ad hoc (ditentukan berdasarkan situasi). 


B. ARAH PERKEMBANG/ 
KE-18 


N MATEMATIKA ABAD KE-17 DAN 


Matematika Renaissance menambah hanya sedikit saja pada geometri 
Yunani Kuno, tetapi periode 1600-an menjadi pengawal kebangkitan yang 
tidak terduga dalam subjek tersebut, Pada bidang sains yang lebih umum, 
barangkali tidak ada tokoh lainnya dari periode 1600-an yang seterkenal 
Galileo Galilei (1564-1642) —seorang matematikawan, dokter, sekaligus ahli 
astronomi. Namanya dikaitkan dengan peristiwa-peristiwa penting: kelahiran 
sains modern, revolusi sistem kosmologi Copernicus, peruntuhan Aristoteles 


dari perannya sebagai otoritas utama di sekolah-sekolah, dan perjuangan 
melawan pembatasan pihak luar bagi penyelidikan sains. Galileo terkenal 
dengan temuan awalnya tentang isokronisme pendulum (kesamaan waktu 
bandul), pembelaan bagi pandangan-pandangan Copernicus dalam De 
Revolutionibus, dan karya besarnya Dialogo Sopra Due Massimi Sistemi del 
Mondo, yang membahas dua sistem utama alam semesta yang dikenal saat 
itu 

Dalam bidang matematis, pada tahun 1637 komunitas matematika di 
Perancis menyaksikan salah satu dari peristiwa kebetulan yang tampak anch 
dan langka tetapi ternyata sering disaksikan terjadi dalam sejarah sains. Dua 
tokoh berbeda. Pierre de Fermat dan René Descartes, secara bersamaan 
menyandingkan aljabar dengan geometri, menghasilkan suatu inovasi 
penting, geometri analitik. Pada waktu sekitar Fermat dan Descartes 
membangun fondasi-fondasi bagi geometri koordinat, dua matematikawan 
lainnya. Pascal dan Desargues, sedang mengupayakan hal serupa dalam 
bidang geometri projektif sintetik. 

Meski demikian, kehebatan abad ketujuh belas dalam sejarah 
matematika tidak hanya didasarkan pada perkembangan sedemikian luas 
dalam geometri, tetapi juga karena kegiatan- tan para matematikawan 
pada periode itu membentangi banyak bidang. baru dan lama. Mistisisme 
bilangan memberi jalan bagi teori bilangan, dalam renungan Fermat 
mengenai analisis Diophantus, Teori matematis probabilitas, suatu bidang 
kajian yang Cardano sajikan dalam bukunya Liber de Ludo Aleae mengambil 
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langkah-langkah penuh pertamanya dalam korespondensi surat-surat antara 
Pascal dan Fermat mengenai perhitungan peluang. Upaya Leibniz untuk 
mereduksi diskusi logis ke dalam bentuk sistematik merupakan pendahulu 
logika simbolik modern; namun gagasannya ini sedemikian terlalu dini pada 
masanya hingga barulah 200 tahun kemudian ide tersebut terwujudkan 
melalui kerja matematikawan Inggris George Boole. Sementara itu, pada 
bidang yang lain, tidak kalah penting pula studi-studi dari Galileo, Descartes, 
Torricelli. dan Newton. yang menjadikan mekanika suatu sains pasti pada 
dua abad selanjutnya. 

Pada pertengahan periode Renaissance, trigonometri telah menjadi suutu 
cabang sistematik yang mandiri dari matematika dan tidak lagi hanya 


berperan sebagai pelayan astronomi. Tujuan mempermudah pekerjaan saat 
menangani tabel-tabel trigonometrik yang rumit telah menjadi pemicu 
. perkembangan komputasional terbesar dalam aritmetika, yaitu penemuan 
logaritma-logariima, oleh John Napier (1550-1617). Napier bekerja 
sekurang-kurangnya dua puluh tahun untuk teori tersebut, yang dijelaskannya 
dalam buku Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (A Description of añ 
Admirable Table of Logarithms. 1614). Jaranglah suatu temuan bard 
memperoleh persetujuan dan penerimaan yang sedemikian universal. Dengan 
logaritma, operasi-operasi perkalian dan pembagian dapat direduksi menjadi 


penjumlahan dan pengurangan, sehingga sangat menghemat perhitungan, 
terutama saat bilangan-bilangan besar terlibatkan. Astronomi terkenal dengan 
perhitungan sangat makan-waktu yang dituntutkannya, sehingga 
matematikawan Perancis Pierre de Laplace pada masa selanjutnya 
mengemukakan bahwa penemuan logaritma “dengan mempersingkat 
pekerjaan, memperpanjang dua kali lipat hidup para ahli astronomi.” 

Di atas semua itu, bagi matematika abad ketujuh belas adalah abad 
kemunculan kalkulus. Meski kita lazim mengaitkan penemuan kalkulus 
dengan dua tokoh brilian yang hidup sezaman, yaitu Isaac Newton (1642- 
1727) dan Gottfried Leibniz (1646-1716), tetapi ternyata jaranglah kemajuan- 
kemajuan besar dalam matematika merupakan kerja dari satu individu saja. 


Cavalieri, Torricelli, Barrow, Descartes, Fermat, dan Wallis semuanya telah 
meniti jalan ke titik awal lahirnya kalkulus, tetapi mereka ragu saat hendak 
menyeberanginya. Pada paruh kedua abad ketujuh belas, materi-materi 
mentah telah tersedia, dari mana kemudian kalkulus dapat dimunculkan 
Tahap yang tersisa kemudian adalah bagi seorang Leibniz atau Newton untuk 
memadukan gagasan-gagasan itu dalam suatu sintesis besar. Kalimat terkenal 
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Newton kepada Hooke. “Jika telah melihat lebih jauh darip 
orang lain, itu karena saya telah berdiri di pundak raksasa-raksasa,” 
menunjukkan apresiasinya atas perkembangan matematika yang kumulatif 
dan progresif ini. 


orang- 


C. RENE DESCARTES, PENULIS LA GÉOMÉTRIE 


Di antara para penggerak utama revolusi sains abad ketujuh belas, René 
Descartes pastilah salah satu yang sangal penting. Dengan publikasi La 
Géométrie, yang menjadikan geometri analitik dikenal oleh para 
matematikawan sezamannya, Descartes umumnya diakui telah membangun 
fondasi-fondasi bagi perkembangan matematika masa modern. Kemajuan 
besar pertama yang begitu nyata melampaui teknik-teknik yang dikenal para 
ecendikiawan zaman kuno ini mengubah wajah matematika dan mengarah, 
dalam satu generasi, kepada pengembangan kalkulus oleh Newton dan 
Leibniz. Tidak berlebihan jika kita katakan bahwa kerja Descartes menandai 
(titik peralihan menuju matematika modern 

René Descartes (1596-1650) dilahirkan di La Haye. sebuah kota kecil 
yang berjarak sekitar 200 mil arah barat daya dari kota Paris, di provinsi 
Touraine. Ayahnya adalah seorang bangsawan rendah, seorang penasehat 
pada Parlemen Britanny yang bertugas sebagai hakim tingkat provinsi 
Descartes menjalani kehidupan yang wajar bagi kaum terhormat pada 
zamannya. Ketika berusia delapan tahun dia bergabung dengan sekolah 
terpandang yang belum lama itu didirikan, Jesuit College of La Flèche. Di 
sana dia berkenalan dengan Marin Mersenne, yang berusia tujuh atau delapan 
tahun lebih tua darinya. Lima tahun pertama dalam kurikulum di La Fleche 
dicurahkan bagi pelajaran tradisional bahasa-bahasa dan humaniora 
Selanjutnya. tiga tahun terakhir dicurahkan untuk logika, filsafat, fisika, dan 
matematika. Ternyata, matematika, karena kepastian bukti-buktinya, adalah 
satu-satunya pelajaran yang memuaskan Descartes, bahkan pada usianya 
yang semuda itu 
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Sumber: Potret menurut Frans Hals, 1648 
Gambar 6.1 
René Descartes (1596-1650) 


Kesehatan Descartes sangat rapuh selama masa bayi dan kanak- 
kanaknya, dan dia tidak diperkirakan akan berumur panjang, Para gurunya di 
La Fléche, menyadari kelemahan fisik ini, memperlakukannya dengari 
pertimbangan istimewa: kehadiran rutin pertemuan pelajaran tidak 
diwajibkan baginya dan dia dibolehkan untuk berbaring di tempat tidur pada 
pagi hari sekehendak dirinya. Dia tidak pernah melepaskan kebiasaan inf 
sepanjang hidupnya (kecuali pada satu insiden malang yang barangkali telah 
mempercepat kematiannya). Descartes Jebih memilih untuk bangkit terlambal 
dari tempat tidur, menghabiskan jam-jam awal pagi hari untuk bermeditast 
dan menulis, Pada saat Descartes mengunjungi Pascal tahun 1647, did 
berkata bahwa satu-satunya cara supaya dia dapat bekerja dengan baik dalan) 
matematika dan memelihara kesehatannya adalah dengan tidak membiarkan 
siapa pun membangunkannya pada pagi hari sebelum dia benar-benar 
kehendaki 


Setelah lulus sekolah pada tahun 1612, Descartes mengikut jejak 
umumnya pemuda kaya di Perancis dengan berangkat ke Paris untuk 
menikmati kesenangan kehidupan sosial di sana. Namun demikian, tahap 
kehidupan ini tidak berlangsung lama, karena di Paris, dia menjalin kembali 
persahabatan dengan teman sekolahnya yang terpelajar dan tidak kenal lelah, 
Pendeta Mersenne, yang membangkitkan lagi minat Descartes dalam studi 
yang serius—hampir selama dua tahun mereka mencurahkan waktu untuk 
investigasi matematis. Meski Descartes muda tiduk cenderung mengikuti 
jejak profesi ayahnya, dia kemudian masuk Universitas Poitiers dan 
memperoleh gelar bidang hukum pada tahun 1616. 

Pada tahun 1617, Descartes yang ketika itu berusia 21 tahun dan bosan 
dengan buku-buku teks memutuskan untuk belajar lebih dalam tentang dunia 
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secara langsung. Dia mendaftarkan diri dalam ketentaraan sebagai 
sukarelawan muda. pertama kali bergabung dengan pasukan Pangeran 
Maurice dari Nassau di Belanda dan selanjutnya bertugas di bawah pimpinan 
Duke Bavaria. Tidak terdapat jejak nyata ketentaraan dalam diri Descartes, 
hanya tahun-tahun yang santai, di mana dia memiliki waktu untuk mengejar 
studi kesukaannya. Malam tanggal 10 November 1619, saat masa tugas 
musim dingin bersama pasukan Bavaria di sepanjang Sungai Danube, adalah 
suatu waktu yang menentukan dalam kehidupan Descartes. Dia melepaskan 
diri dari cuaca dingin dengan berdiam diri di sebuah “poéle”—makna 
harfiahnya kompor, dan sebenarnya ruangan dengan pemanas suhu tinggi. 
Kelelahan karena panas di ruangan tersebut, dia mengalami tiga mimpi. pada 
mana dia menemukan “fondasi-fondasi dari suatu sains yang mengagumkan." 
Ketika itu pula karier masa depannya sebagai matematikawan dan filsuf 
nterungkapkan baginya. Descartes tidak menyebutkan hakikat pasti dari sains 
mengagumkan yang fondasi-fondasinya dia temukan dalam mimpi-mimpi 
yang dikenangnya itu. Beberapa penulis cenderung meyakini bahwa dalam 
mimpinya Descartes merumuskan prinsip-prinsip geometri analitik: penulis- 


penulis lain memandang bahwa Descartes menangkap reformasi utuh filsafat 
'berdasarkan metode-metode matematika. Sebagaimana Bertrand Russell 
kemukakan, “Socrates biasa bermeditasi seharian di tengah salju, tetapi 
(pikiran Descartes hanya bekerja saat dia hangat.” 

Pada tahun 1628, setelah lelah bertahun-tahun menjelajah Belanda, 
Jerman, Hongaria, dan Italia, Descartes sampai pada apa yang boleh disebut 
masa produktif dari kehidupannya. Belanda, yang belum lama itu merdeka 
setelah perjuangan panjang dari Spanyol, tampak sebagai negara yang paling 
menawarkan toleransi dan kedamaian yang Descartes perlukan untuk 
mengejar studinya. Di sana, dengan mengucilkan diri (kecuali tiga kunjungan 


singkat ke Perancis untuk menangani urusan keluarga), dia bermeditasi dan 
menulis selama 20 tahun. Periode 1629 hingga 1633 dalam hidup Descartes 
dicurahkan untuk menyusun suatu teori kosmologis tentang vorteks untuk 
menjelaskan semua fenomena alam, sebagai an bagi bukuteks fisika yang 


dia namakan Le Monde (Dunia). Pada malam saat Le Monde tuntas ditulis, 
Descartes mendengar buhwa karya Galileo Dialogue on Two Chief Systems of 
the World, diterbitkan setahun sebelumnya, telah dikutuk oleh pihak gereja. 
Karyanya sendiri, yang juga menegaskan hipotesis heliosentris, akan 
membuatnya bersalah seperti halnya Galileo, sehingga Descartes dengan 
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bijak meninggalkan projeknya. Publikasi Le Monde harus menunggu sampai 
tahun 1664, berselang lama setelah dia wafat. 

Bukanlah perkara kelemahan moral yang memaksa Descartes untuk 
menunda publikasi Le Monde, melainkan bahwa dia tidak pernah berhenti 
memandang dirinya sebagai seorang penganut Katholik Roma yang tulus dan 
tamt. Namun demikian, gagasan-gagasan yang terkandung dalam Le Monde, 
dimodifikasi tetapi tidak diabaikan, dia sajikan dalam karyanya yang pertama 
kali diterbitkan. yaitu Discours de la Méthode (1637)—dengan lampiran- 
lampiran ilmiahnya: La Dioptrique, Les Météores, dan La Géométrie. 
Meskipun Discours mencakup rangkuman dari Le Monde, tetapi De 
sedemikian menjaga jarak dari kontroversi terkait pandangan Copernicus 


artes 


hingga pembacanya hanya menangkap sedikit tentang kosmologinya; 
khususnya, penyebutan vorteks secara cermat dihindari. Akhirnya, pada 
tahun 1644, Principia Philosophiae diterbitkan, di mana Descartes: 
menjelaskan cukup terperinci tentang formasi dunia fisik, “secara bertahap 


dan alamiah” dari materi dan gerak. “Filsafat mekanis” baru dari Descartes 
segera menjadi pusat perhatian, suatu bagian dominan dalam diskusi berbagai 
kalangan intelektual 

Pada tahun 1649, reputasi Descartes telah mapan sampai ke berbagai 
penjuru Eropa, dan dia diundang oleh Ratu Christina dari Swedia, anak 
perempuan berumur 22 tahun dari Gustavus Adolphus, untuk mengunjungi 
istana sebagai tutornya dalam bidang filsafat. Sang ratu tersebut juga 
mengisyaratkan bahwa Descartes dapat membantunya dalam merencanakan 
sebuah akademi sains yang akan menandingi yang terbaik di Eropa. Setelah 
dibujuk oleh laksamana yang dikirim oleh Christina, Descartes menerima 
undangan itu dan berangkat dengan perahu perang Swedia. Penerimaan 
undangan itu ternyata adalah keputusan yang mematikan bagi Descartes, 

Sejak kecil, Christina tidur tidak lebih dari lima jam setiap malam, dan 
dia tidak peduli dengan panas atau dingin. Dia meminta Descartes untuk 


mengajarinya tiga kali dalam seminggu. selalu pada pukul lima tepat pagi 
hari, Selama dua bulan Descartes mengikuti jadwal muridnya, berjalan kaki 
pada dini hari musim dingin dari kamarnya ke perpustakaan yang sangat 
dingin, Kerasnya salah satu musim dingin terkelam dalam sejarah ternyata 
terlalu berbahaya bagi kesehatan Descartes yang memang tidak pernah kuat. 
Pada tanggal | Pebruari 1650, dia mengalami sakit pernafasan yang dengan 
cepat memburuk menjadi pneumonia, dan dia akhirnya wafat setelah 10 hari 
dalam ketersiksaan fisik dan penderitaan mental. Descartes dikuburkan di 
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pemakaman Katholik. di sebuah pemakaman bagi anak-anak kecil yang 
meninggal sebelum dibaptis, Lima belas tahun kemudian jasadnya (kecuali 
tangan kanannya, yang disimpan sebagai tanda bukti oleh petugas yang 
menyelenggarakan transaksi tersebut) dikirimkan ke Perancis, di mana 
sebuah monumen didirikan untuk mengenangnya di dalam Gereja St. 
Genevieve, Karena doktrin-doktrin Descartes saat itu dilarang beredar oleh 
pihak gereja dan universitas-universitas, maka pidato pemakaman baginya 
dilarang berdasarkan surat pengadilan, yang tiba saat acara pemakaman 
sedang berlangsung. 


D. ISAAC NEWTON; PRINCIPIA MATHEMATICA 


Bagi bangsa Inggris, abad ketujuh belas adalah suatu periode pencapaian 
sbesar dalam budaya—masa karya-karya Shakespeare dan kemudian Milton 
dan kekacauan domestik yang memprihatinkan. Di Inggris, seperti juga di 
Tempat-tempat lainnya di Eropa, raja-raja yang mengklaim telah memperoleh 
kekuasaan berdasarkan kehendak Tuhan mengalami konflik dengan badan- 
badan perwakilan yang mengklaim kekuasaan berdasarkan kehendak rakyat. 
Pertentangan di antara Charles I dan Parlemen pecah menjadi konflik yang 
Sangat parah. Perang Saudara Besar pada tahun 1642-1646 (seringkali disebut 
Revolusi Puritan). Pada 1650, Inggris telah memenggal kepada monarkinya 
sebagai “tiran, pengkhianat, dan musuh Persemakmuran” dan 
bereksperimentasi dengan suatu bentuk pemerintahan republik di bawah 
pimpinan Oliver Cromwell, Kematian Cromwell pada tahun 1658 telah 
cukup melemahkan kubu Persemakmuran hingga memungkinkan restorasi 


Charles I ke takhta kerajaan Inggris pada tahun 1660, Selanjutnya, Inggris 
mengalami masa ketenangan: Pada penghujung abad ke-17 Inggris telah 
mampu memberi Eropa suatu model monarki terbatas, pemerintahan 
konstitusional, dan tolerasi keagamaan yang layak 

Periode tersebut merupal sangat kreatif bagi matematika dan 
sains modern, Keingintahuan intelektual yang semakin berkembang terhadap 


an masa 


perkara-perkara sains dapat dilihat berdasarkan semakin semaraknya 
“academy” dan “society” yang ditujukan untuk pengembangan ilmu 
pengetahuan eksperimental. Kelompok-kelompok kolaboratif informal ini 
seringkali hanya terkait kepada pemerintah secara kebetulan, mengharapkan 
dukungan dari pihak yang bersedia memberi fasilitas dan dana. Kebanyakan 
ilmuwan saat itu tidak 


sangat menarik garis perbedaan di antara sains-sains 
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fisika dan sains-sains matematika; pencapaian sains terbaik dan pencapaian 
matematis paling penting seringkali diwujudkan oleh orang-orang yang sama. 
Tanah Inggris yang kaya menyuburkan sederetan pemikir brilian, antara lain 
Robert Hooke, James Gregory, Edmund Halley. dan Isaac Newton. 
Pencapaian ulama Newton—kalkulus — diferensial—bukan sekedar 


membentuk kembali konsepsi-konsepsi yang tidak kokoh tentang gerakan 
planet-planet, tetapi juga memberikan suatu landasan rasional untuk sains 
fisika secara keseluruhan. 

Teori vorteks yang dikemukakan oleh Descartes, yang menawarkan 
penjelasan tentang gerakan planet-planet dalam peristilahan mekanis, 
membayangkan alam fisik sebagai suatu mesin dan manusia sebagai pikiran 
bernalar yang sanggup untuk memahaminya. Descartes memulai dengan 
sebuah program rasionalisme ilmiah sains— “Tidak satu pun dalam fisika 
saya yang tidak dalam geometri,” dia menulis kepada Mersenne—tetapi 
berujung pada apa yang Huygens sebut suatu roman filosofis. Ketidak 
konsistenan gerakan 


Sumber: A Short History of Astronomy oleh Arthur Berry 1961, Dover Publications, 
Inc., N.Y. 
Gambar 6.2 
Isaac Newton (1642-1727) 


vorteks dengan hukum-hukum Kepler akhirnya memicu pencarian suatu 
penjelasan ilmiah yang lain untuk substansi jagat raya. Selanjutnya, tibalah 
Isaac Newton untuk memberi dunia terpelajar suatu sintesis yang 
dikehendakinya. Karya Philosophiae Naturalis Principia Mathematica 
(1687) dari Newton adalah puncak dari semaraknya pikiran intelektual yang 
menandai abad ketujuh belas, Abad Kejemusan, Barangkali karya tulis sains 
paling menentukan yang pernah dicetak, karya tersebut dimaksudkan, dalam 
kata-kata Newton, “untuk menundukkan Alam kepada hukum-hukum 
matematika.” Dalam mewujudkan cita-cita ini, Principia meletakkan fondasi- 
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fondasi mekanika benda langit modem, prinsip-prinsip yang mendominasi 
fisika matematis pada abad ke-18 dan ke-19. 

Pada tahun Galileo wafat, pada hari Natal tahun 1642, Isaac Newton 
lahir di desa Woolsthorpe, di Lincolnshire dekat Cambridge, Ayahnya, 
seorang petani yang cukup kaya, telah meninggal beberapa bulan sebelum 
Newton dilahirkan, sehingga tanggung jawah membesarkannya ditanggung 


oleh ibunya. Newton terlahir prematur dan sangat kecil dan rapuh hingga 
tidak seorang pun menduga bayi tersebut akan sanggup hidup melewati 


beberapa hari. Tetapi ternyata gejala-gejala meninggal dini itu tidak terjadi, 
dan bahkan Newton hidup sampai usia 85 tahun. 

Kehidupan Newton secara sederhana dapat dibagi ke dalam uga bagian, 
masing-masingnya terutama ditentukan oleh di mana dia tinggal, Periode 
pertama (1643-1669) meliputi masa kanak-kanaknya di Lincolnshire dan 
emasa sebelum dia memperoleh gelar sarjana: periode kedua (1669-1687), 
kehidupannya sebagai profesor Lu a dia 
menghasilkan sebagian besar karya matematikanya: dan periode ketiga 
(1687-1727), berlangsung hampir sepanjang dua periode sebelumnya 
sekaligus, kariernya di kota London sebagai pejabat pemerintah dengan g 
tinggi. 

Kejeniusan matematis Newton mekar secara tiba-tiba dan tidak terduga. 
Dia barangkali memasuki Cambridge dalam keadaan lebih terbelakang 
daripada sebagian besar temannya, mengetahui kurang lebih sekedar dasar- 


ian di Cambridge, saat mi 


dasar perhitungan. yang dia dapatkan dari aritmetika dasar pada masanya 
Tidak jelas kapan dan bagaimana dia mengenal matematika tingkat lanjut. 
Terdapat kisah dari sumber yang tidak cukup meyakinkan bahwa 
kebangkitan matematis Newton terjadi pada tahun 1663 saat dia membeli 
buku astronomi di sebuah acara pameran dan menemukan bahwa dia tidak 
dapat memahami diagram-diagram di sana tanpa memahami trigonometri, 


Dengan maksud untuk mengenal trigonometri, Newton kemudian membaca 
sebuah edisi berbahasa Inggris dari Elements karya Euclid, terapi dikisahkan 
dia meninggalkannya sebagai “buku yang tidak penting” dan beralih ke studi 
tingkat lebih lanjut. Dia kemudian berhasil menguasai sendiri edisi Latin 


yang kaya catatan penjelas dari van Schooten untuk Geometrie karya 
Descartes—yang adalah sekitar delapan kali lebih tebal dari teks aslinya 

dan lanjut dengan mengkaji Arithmerica Infinitorum (1656) karya John 
Wallis. Apa pun selera matematis Newton sebagai pemuda, terdapat cukup 
dokumentasi bahwa dia mengkaji teks-teks Euclid dan Descartes, menarik 
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inspirasi berkelanjutan dari Géométrie. Dikisahkan bahwa Newton selalu 
menyesalkan bahwa “dia telah bekerja keras untuk karya-karya Descartes dan 
para penulis yang cenderung kepada aljabar lainnya sebelum dia mengkaji 
Elements karya Euclid dengan perhatian yang pantas diberikan pada penulis 
yang sedemikian hebat itu.” Meskipun Newton berkembang belakangan 
dalam matematika, tetapi pada tahun 1664 kajian membacanya telah 
membawanya ke tapal batas pengetahuan matematis kontemporer saat itu. 


Ketiadaan tanda-tanda kejeniusan Newton pada masa kanak-kanaknya telah 
lebih dari sekedar terimbangi oleh kecepatan matangnya bakat luar biasa 
yung dimilikinya, segera setelah terjadi stimulasi yang tepat 

Pada periode 1665-1666, Universitas Cambridge ditutup karena semakin 
dahsyatnya Wabah Hitam yang melanda. Oleh karena itu, Newton mengungsi 
di daerah pertanian keluarganya di Woolsthorpe. t terpaksa hidup di 
rumah menjauhkan diri dari keramaian, dia mulai meletakkan fondasi-fondasi 
untuk pencapaian masa depannya dalam bidang-bidang yang dikaitkan 
dengan dirinya—matematika mumi, optik, dan astronomi, Pada periode “dua 
tahun keemasan” di Woolsthorpe, Newton mengungkap tiga penemuan, yang 


masing-masingnya secara tersendiri pun telah akan membuatnya seorang 
tokoh penting dalam sejarah sains modern. Temuan pertama adalah metod 
matematis yang disebutnya fluksi. tetapi sekarang dikenal sebagai kalkulug 
diferensial: kedua adalah penguraian cahaya putih (sinar matahari) menjadi 
cahaya-cahaya berbagai warna, terpisahkan dalam spektrum kasat mata 
menurut tingkat pembiasannya: ketiga adalah konsepsi hukum gravitasi 


universal. Selain tiga temuan itu, Newton pun telah berhasil menemukan 
teorema binomial umum, atau perluasan dari (a + by", di mana n boleh 
merupakan pangkat pecahan atau pangkat negatif, dari studinya tentang 
Arithmetica Infinitorum karya Wallis pada musim dingin 1664-1665 

Ketiga temuan tadi dibuatnya sebelum dia beru: 


25 tahun. Dengan 


merujuk pada periode yang senggang dan hening ini, Newton menuliskan, 
“Semua ini terjadi pada dua tahun terjadinya wabah 1665 dan 1666, karena 
saat itu saya sedang pada usia prima saya untuk menggali penemuan dan 
memikirkan Matematika dan Filsafat [fisika] lebih daripada masa mana pun 
setelahnya.” 


1. Principia Mathematica versus Principles of Philosophy 
Karya besar Newton adalah Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica (1687), atau “The Mathematical Principles of Natural 
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Philosophy’, di mana istilah natural philosophy atau filsafat alam saat itu 
berarti sains pada umumnya dan fisika dan astronomi pada khususnya, Pada 
bagian kata pengantar Principia Newton mengakui bahwa Edmund Halley 


adalah orang yang telah membujuknya untuk mengkaji subjek tersebut dan 
menyampaikan busil-hasilnya kepada the Royal Society 

Karya Newton ini mengisyaratkan dari judulnya bahwa ia dimaksudkan 
sebagai bantahan terhadap teori vorteks dari Descartes. Inilah Mathematical 


Principles of Natural Philosophy dihadapkan dengan Principles of 
Philosophy dari Descartes—prinsip-prinsip yang Newton anggap tidak 
reliabel, Secara umum, Principia mencoba untuk menjelaskan semua gerakan 


benda-benda langit berdasarkan hukum gravitasi universal, 

Principia terdiri atas tiga buku (memuat 53, 42, dan 48 proposisi, 
berturutan) berikut 25 halaman yang membahas perkara pendahuluan. Pada 
apengantarnya, Newton mendefinisikan konsep-konsep seperti massa, inertia, 
Momentum, dan gaya sentripetal; dan dia menetapkan tiga “Aksioma atau 
Hukum Gerak” yang terkenal, yang harus mendahului proposisi-proposisi 
Imatematisnya. Buku I dari Principia, yang memuat bagian pertama dari dua 
bagian De Motu Corporum, adalah suatu kajian matematis hukum-hukum 
perak di bawah pengaruh gaya-gaya yang bekerja tanpa hambatan, ini 
memuat apa yang sekarang kita sebut mekanika teoretis. Buku ini ditulis 
dalam generalitas, dan dalam proposisi-proposisi awalnya suatu titik-massa 
gcometris ditetapkan sebagai benda fisik. Tujuan Newton barangkali adalah 
mengembangkan kajian tersebut sedemikian hingga dia dapat 
menerapkannya pada gerakan komet-komet, atau planet-planet dan satelit- 
satelitnya. 

Buku kedua dari Principia, yaitu De Motu Corporum Liber Secundus, 
membahas gerakan benda-benda—khususnya pendulum—dalam media yang 
memiliki hambatan seperti udara dan air, Buku ini memuat matematika untuk 
dinamika zat cair. dalam pemaknaan luasnya. Salah satu tujuan Newton di 
sim adalah untuk menunjukkan secara matematis bahwa teori vorteks dari 
Descartes menurut kajian dinamika tidaklah kuat dan oleh karena itu bukan 
penjelasan yang mungkin untuk gerakan benda langit, Akhirnya, Buku III 
dari Principia, yang mengambil judul istimewa De Systemate Mundi, adalah 


pencapaian utama dari garapan Newton. Buku ini memuat penerapan teori 
umum yang dibahas dalam Buku I pada sistem tata surya: banyak fenomena 
penting mengenai gerak, baik di bumi maupun di langit, dijelaskan dengan 
hukum gravitasi universal. 
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2. Kontroversi Penemuan Kalkulus: Newton versus Leibniz 

Penemuan kalkulus adalah salah satu prestasi intelektual besar dari 
periode 1600-an. Sebagai peristiwa kebetulan yang mengherankan dalam 
sejarah matematika, kalkulus digagas oleh bukan satu orang melainkan dua 
orang pada waktu yang hampir bersamaan. Metode-metode kalkulus dari 
Newton di Inggris dan Gottfried Leibniz (1646-1716) di Eropa Kontinental 
sedemikian mirip hingga pertanyaan apakah Leibniz meminjam konsep- 
konsep penungnya dari Newton atau menemukan semua itu secara mandiri 
telah menimbulkan kontroversi yang panjang dan pahit dalam sejarah 
matematika 

Pada tahun 1672 hingga 1676, saat tinggal di Paris, kejeniusan 
matematis Leibniz mencapai kematangan. Saat itulah Leibniz 
an-bagian utama dan notasi untuk versi kalkulusnya. 


mengembangkan ba 

a Berbagai metode telah ditemukan untuk menentukan garis-garis singgung 
terhadap kelas-kelas tertentu dari kurva-kurva, tetapi sejauh itu belung 
seorang pun mengemukakan prosedur-prosedur serupa untuk menyelesai! an 
permasalahan inversnya, yaitu, menurunkan persamaan kurva itu sendiri 
berdasarkan sifat-sifat dari garis singgung-garis singgungnya Leibniz 
merumuskan permasalahan invers garis singgung tersebut sebagai berikutf 
“Mencari lokus fungsi itu, asalkan lokus yang menentukan subtangennya 
diketahui.” Pada pertengahan tahun 1673, dia telah mulai mengeksplorasi 
permasalahan tersebut, sepenuhnya menyadari bahwa “hampir keseluruhan 
teori dari metode invers garis singgung-garis singgung dapat direduksi 
kepada kuadratur-kuadratur Jintegrasi-integrasi).” Pada esensinya, kajian 
Leibniz menuju kalkulus didasarkan pada apa yang disebutnya “segitiga 
karakteristik.” Isaac Barrow telah menggunakan segitiga karakteristik di 
Inggris, tetapi Leibniz sendiri menegaskan bahwa inspirasi penggunaan 
segitiga tersebut muncul saat dia membaca garapan Blaise Pascal. 

Pada beberapa naskah yang ditulis Leibniz. terdapat simbol-simbol dx 
(awalnya sebagai v/d) dan TAG) dx dari kalkulusnya. Dari hal tersebut 
hanya terdapat sedikit temuan baru. jika memang ada—penilaian dengan 
nada tidak senang dari Newton adalah bahwa “tidak satu pun masalah yang 
tidak terpecahkan di masa lalu terpecahkan”—tetapi suatu formalisme 
sedemikian berkembang di sana hingga membantu untuk sistematisasi dan 
generalisasi berbagai hasil geometrik yang lalu. Simbolisme kreatif yang 
digagas Leibniz membebaskan kalkulus dari ketergantungan pada geometri 
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dan memungkinkan dirinya untuk mencapai banyak hasil hampir tanpa 
kesukaran. 
Leibniz secara bertahap mengelaborasikan kalkulus diferensial- 


integralnya tetapi tidak pemah benar-benar melandaskannya pada konsep 
limit; rasio diferensial dy/dx selalu dipandangnya sebagai suatu hasilbagi 
“selisih-selisih” dun integralnya sekedar sebagai — hasiljumlah 
Matematikawan terkemuka pertama yang menyebutkan bahwa teori limit 
bersifat fundamental dalam kalkulus adalah Jean d'Alembert (1717-1783). 
Sebelum Leibniz meninggalkan Paris pada musim gugur tahun 1676, dia 
telah memiliki aturan-aturan dan notasi kalkulusnya. Dia curiga, tetapi tidak 
yakin, bahwa Newton telah mengembangkan suatu pendekatan yang 
ekuivalen dengan miliknya, meski lebih cenderung bersifat geometris 
Kecurigaan Leibniz tersebut memang benar. Pengembangan kalkulus oleh 
sNewton telah terjadi pada tahun 1665-1666, saat Newton masih berusia dua 


puluhan, pada periode yang sama di mana dia menemukan teorema binomial 
Kumpulan kerja awal Newton mengenai kalkulus digabungkan menjadi 
sebuah risalah kecil yang terdiri atas sekitar 30 halaman padat, yang 
Mencakup topik-topik seperti garis singgung, kurvatur, pusat gravitasi, dan 
luas. Garapan yang tampaknya tidak pernah Newton beri judul pasti ini 
dikenal dalam literatur kaum terpelajar sebagai Tract Oktober 1666, 
Selanjutnya, tiga tulisan Newton tentang kalkulus adalah De Analysi 
(makalah, 1669). De Methodis Fluxionum (selesai ditulis, 1671; edisi Inggris, 
1736: dan, edisi Latin, 1744), dan De Ouadratura Curvarum (disusun tahun 
1691-1693, diterbitkan sebagai lampiran pada Opticks, 1904). Di sisi lain, 
penjabaran Leibniz tentang esensi-esensi dari kalkulus diferensialnya 


pertama kali diterbitkan dalam sebuah makalah enam halaman Acta 
Eruditorum pada tahun 1684, dan esensi-esensi kalkulus integralnya baru 
dipublikasikan belakangan pada tahun 1686 

Pahitnya perseteruan terkait siapa yang lebih dahulu menemukan kalkulus 
secara material mempengaruhi sejarah matematika di Eropa Barat. Di 
Inggris, hal ini dipandang sebagai suatu upaya oleh orang-orang asing yang 
tidak tahu diri untuk merampok buah dari kejeniusan Newton—putera 
Inggris yang paling berprestasi. Reaksi wajarnya adalah bahwa hanya 
metode-metode geometris murni yang lebih dipilih oleh Newton, dibanding 
metode-metode analitik. menjadi satu-satunya yang dipelajari dan digunakan. 
Para matematikawan Inggris pun tidak menyadari keunggulan-keunggulan 
yang tampak jelas dari notasi d Leibniz dibandingkan “dottage” Newton. 
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Selama lebih dari satu abad, kesetiaan yang berlebihan pada reputasi Newton 
menjauhkan mereka dari wawasan tentang berbagai perkembangan di Eropa 
Kontinental. Hilangnya kerja sama ini ternyata bersifat merugikan bagi para 


matematikawan Inggris maupun para matematikawan kontinental, tetapi lebih 
khususnya bagi uliran Inggris, Pada kenyataan, Inggris menghasilkan hanya 
aman Newton” abad kedelapan 


sedikit matematikawan kreatif selama “ 
belas, dan tidak satu pun dari mereka pantas dikatakan sebagai seorang 
matematikawan besar. 


NS LATIHAN 


== 
Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Salah satu ciri dari sains abad ke-17 adalah nilai penting eksperimentasik 
Sebutkan dua teks yang menandai rentang sains abad ke-17, yang satu 
menandai awal dan satu teks lainnya menandai puncaknya! 

2) Jelaskan tiga tahapan ekspresi aljabar sampai dewasa ini! 

3) Perkembangan matematika pada dasarnya bersifat kumulatif dan 
progresif, sehingga jaranglah suatu kemajuan besar dalam matematika 
merupakan kerja dari satu individu saja, Meski demikian, coba sebutkart 
beberapa bidang matematika yang berkembang pada abad ke-17 dan 
tokoh-tokoh matematikawan yang terkait dengan masing-masingnya! 

4) Sebutkan beberapa karya René Descartes dan tahun publikasinya! 


5) Sebutkan beberapa karya Isaac Newton dan tahun publikasiny 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Awalnya, De Magnete (1600) karya Gilbert: puncaknya, Opticks 
(1704) karya Newton, 

2) Tahap retorik, semua pernyataan dan persamaan dituliskan dalam bahasa 
biasa; tahap sinkopasi. istilah-istilah yang akrab dituliskan dengan 
singkatan-singkatan: dan tahap simbolik, setiap bagian dari suatu 
ekspresi diwakili oleh suatu simbol atau lambang yang bersifat 
ditentukan berdasarkan situasi, 
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3) 


4) 


5) 


Geometri: Descartes, Fermat, Pascal, Desargues; teori bilangan; Fermat; 
teori probabilitas: Pascal dan Fermat: logika simbolisme modern: 
Leibniz; kalkulus: Newton, Leibniz. 

Le Monde (1664): Discours de la Méthode (1637), dengan lampiran- 
lampirannya yang terkenal: La Dioptrique, Les Mééores, dan La 
Géométrie; Principia Philosophiae (1644) 

Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687), yang dibagi 
menjadi tiga buku: De Motu Corporum. De Motu Corporum Liber 
Secundus, dan De Systemate Mundi; tulisan-tulisan tentang kalkulus: De 
Analysi (makalah, 1669), De Methodis Fluxionum (selesai ditulis, 1671; 
edisi Inggris, 1736, dan, edisi Latin, 1744), dan De Quadratura 
Curvarum (1704, sebagai lampiran pada Opticks). 


=> 
=> 
RANGKUMAN 


Renaissance menandai kebangkitan kembali konsep-konsep klasik, 
sedangkan abad ketujuh belas mengukuhkan matematika pada fondasi- 
fondasi yang sepenuhnya baru. Matematika Rennaissance menambah 
hanya sedikit saja pada geometri Yunani Kuno, sedangkan periode 1600- 
an menjadi pengawal kebangkitan tidak terduga dalam matematika 

Pembenahan cara ekspresi matematis adalah transisi yang mesti dari 
konsepi kuno ke konsepsi modem. Hasil-hasil baru seringkali menjadi 
mungkin hanya karena ditemukan suatu cara menulis yang berbeda. 
Frangois Vitta (1540-1603) mengambil langkah sangat penting dalam 
menyempurnakan simbolisme aljabar. 

Dua karya monumental perkembangan awal matematika modern 
adalah La Géométrie karya Descartes dan Principia Mathematica karya 
Newton. Descartes secara umum diakui telah membangun fondasi- 
fondasi bagi perkembangan matematika masa modem, suatu titik 
peralihan menuju matematika modem. Isaac Newton, dengan 
mahakaryanya Mathematical Principles of Natural Philosophy, mencoba 
untuk menjelaskan semua gerakan benda langit berdasarkan hukum 
gravitasi universal. 

Penemuan kalkulus adalah salah satu prestasi intelektual besar dari 
periode 1600-an. Suatu kebetulan dalam sejarah matematika, kalkulus 
digagas oleh dua orang secara terpisah pada waktu hampir bersamaan, 
yaitu Newton di Inggris dan Gottfried Leibniz (1646-1716) di Eropa 
Kontinental—kenyataan yang telah menimbulkan kontroversi panjang 
dan pahit dalam sejarah matematika. 
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A TES FORMATIF 1 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Sebutkan empat peristiwa atau tonggak sejarah ilmu pengetahuan yang 

dianggapkan terkait dengan Galileo Galilei (1564-1642)! 

Jelaskan arah perkembangan luas yang terjadi dalam geometri pada 

sekitar tahun 1637 beserta para matematikawan yang terlibat di 

dalamnya! 

3) Jelaskan mengapa Le Monde yang Descartes susun pada periode 1629 
hingga 1633 baru diterbitkan pada tahun 1664, berselang lama setelah 
dia wafat! 


4) Jelaskan peran penting penemuan kalkulus diferensial bagi sains-sains 
yang sedang berkembang pada masa itu! 

5) Jelaskan akar kontroversi penemuan kalkulus dan pengaruhnya secard 
material pada sejarah matematika di Eropa Barat! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 1 yang 
terdapat di bi n akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar; 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1. | 


Jumlah Jawaban yang Benar i 
Tingkat penguasaan = x100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar |. terutama bagian yang 
belum dikuasai. 
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KEGIATAN BELAJAR 2 


Perkembangan Teori Probabilitas: Pascal, 
Bernoulli, dan Laplace 


ran cerita, teori probabilitas dimulai sebagai sebuah cabang 
matematika dengan surat-menyurat di antara Blaise Pascal dan Pierre de 
Fermat pada tahun 1654, Dalam rincian yang teliti anggapan tersebut adalah 
keliru. Lama sebelum Pascal dan Fermat berpikir untuk mendefinisikan “nilai 
yang benar dari suatu peluang,” persoalan-persoalan tersendiri yang terkait 
dengan probabilitas telah ditangani oleh beberapa matematikawan, Lebih 
tepatlah dikatakan bahwa Pascal dan Fermat memberikan mata rantai-mata 
„antai penting dalam suatu rantai penalaran yang membentuk teori 
probabilitas seperti kita mengenalnya saat ini. Kesukaran dalam upaya untuk 
menelusuri rantai ini ke sumbernya adalah bahwa teori probabilitas berawal 
pada esensinya sebagai suatu sains empirik dan barulah belakangan 
berkembang Sisi matematisnya. Bidang kajian ini memiliki akar kembar 
Walam dua garis penyelidikan yang cukup berbeda: solusi persoalan taruhan 
terkait permainan-permainan peluang, dan pengolahan data statistik untuk 
perkara-perkara seperti biaya asuransi dan tabel-tabel tingkat kematian, 


A. BLAISE PASCAL 


Blaise Pascal (1623-1662) terkenal bersama Fermat sebagai penggagas 
bersama teori probabilitas. Tidak diragukan lagi bahwa Pascal adalah orang 
yang luar biasa terampil dalam banyak bidang. Tidaklah lazim ditemukan 
seseorang yang sanggup untuk sekaligus menjadi penulis berbakat dan filsuf 
religius, berikut sebagai matematikawan kreatif dan ahli fisika eksperimental. 
Dia paling dikenal oleh kalangan pembaca umum sebagai penulis dari karya- 
karya prosa hebat pertama yang menjadi klasik dalam kesusasteraan Perancis 
modem, Lettres Provinciales dan Pensées. Sebagai matematikawan, Pascal 
telah dipandung sebagai seorang yang sebenarnya mumpu jadi yang terhebat 
dalam sejarah, Reputasi mutematisnya bersandar lebih pada apa yang 
seharusnya dia telah sanggup lakukan daripada apa yang sebenarnya dia 
capai. Pada sebagian besar masa hidupnya, studi-studinya terhambat oleh 
kesehatan yang buruk—sakit lambung dan sakit kepala migren yang parah— 
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dan urusan keagamaan. Tiga ledakan kegiatan matematis Pascal berlangsung 
hampir seutuhnya pada tahun 1640, 1654, dan 1658: tentu saja, tampaknya 
bukanlah waktu yang memadai untuk menciptakan garapan utuh dari seorang 
matematikawan besar. 


Sumber: Smithsonian Institution 
Gambar 6.3 
Blaise Pascal (1623-1662) 


1. Karya Awal Pascal; Essay pour les coniques 

Salah satu ciri dari masyarakat pada abad ketujuh belas adalah 
pembentukan kelompok-kelompok pergaulan di mana seni dan sains dapat 
didiskusikan secara serius, tetapi secara informal, di luar latar-latar akademik, 
Saat Pendeta Marin Mersenne mendirikan sebuah “academy” untuk berbagi 
informasi tentang topik-topik matematika dan sains yang sedang hangat 
beredar, Etienne Pascal. ayah Blaise, adalah satu satu anggota pertamanya. 
Kejeniusan yang tampak jelas dari Blaise muda, saat itu berumur 14 tahun, 
menggerakkan hati ayahnya untuk membawanya ke acara pertemuan ilmiah 
mingguan dan bahkan mendorong dia untuk berbagi gagasannya sendiri. 
Dengan telah menguasai Elements karya Euclid tanpa bantuan dari orang 


lain, anak muda tersebut sekarang berkembang pesat dalam geometri, 

Pada usia 16 tahun, Pascal muda menguji kemampuan mate: 
hadapan lingkaran Mersenne dengan membahas selembar materi, yaitu Essay 
pour les conigues. Dicetak pada tahun 1640 pada selembar kertas, materi 
tersebut adalah, berkat kesingkat-padatannya, salah satu halaman paling 
subur dalam sejarah matematika, Essay ini memuat pernyataan sejumlah 


adi 


teorema umum yang bersifat projektif, termasuk ekuivalen dari apa yang 
sejak saat itu dikenal sebagai teorema segienam mistik Pascal: Jika suatu 
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segienam dilukiskan dengan talibusur-talibusur pada sebuah lingkaran, maka 
tiga titik perpotongan dari pasangan-pasangan sisi yang berhadapan terletak 
pada sebuah garis lurus. 


Secara lebih terperinci, seperti Pascal maksudkan: Lukislah sebuah 
segienam tali-busur pada suatu lingkaran (atau lebih umumnya, pada suatu 
irisan kerucut) dan namai titik-titik sudutnya A, B. C, D, E, dan F. Perpanjang 
sepasang sisi-sisi berhadapan, misalnya AB dan DE, hingga bertemu di suatu 


titik P; perpanjang sepasang sisi-sisi berhadapan yang lainnya, misalnya AF 
dan CD, hingga bertemu di suatu titik Q: akhirnya, perpanjang 


sepasang sisi- 
sisi yung ketiga hingga bertemu di suatu titik R. Teorema segienam mistik 


menyatakan bahwa P, O, dan R akan selalu terdapat pada sebuah garis lurus. 
o r D 


Gambar 6.4 
Contoh segienam mistik Pascal 


Pascal menutup essaynya tersebut dengan menyatakan, “Ada banyak 
persoalan dan teorema, dan banyak deduksi yang dapat dibuat dari apa 
telah dikemukakan di atas.” Essay pour les conigues ini merupakan 
pengumuman mengenai karya tulis yang sedang dipersiapkannya, Mersenne 
melaporkan bahwa dalam risalah Pascal telah mendeduksi tidak kurang dari 
400 proposisi irisan kerucut dari teorema segienam mistik (sayangnya, karya 
itu tidak pernah diterbitkan). Essay ini adalah suatu awal yang cemerlang 
untuk karier dalam matematika, tetapi bukanlah kebiasaan Pascal untuk 
berpikir panjang tentang sebarang aspek yang khusus dari matematika. Dia 
segera mengalihkan perhatiannya. dan energinya yang terbatas, ke arahan 
lain. 

Selanjutnya, Pascal mencurahkan diri merancang sebuah mesin operasi 
aritmetika dasar penjumlahan dan perkalian yang disebut Pascaline. Versi 
akhir mesin ini dipamerkan di Paris pada tahun 1652. Pascal berharap 
mendapatkan kekayaan berlimpah dari ciptaannya ini, tetapi harga jual yang 
tinggi telah membatasi penjualannya dan menjadikan Pascaline lebih sebagai 
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objek keingintahuan daripada sebagai alat berguna. Mekanisme ini tidak 
memiliki penerus segera, tidak pula mencapai kemasyhuran pada masanya. 

Tahun 1654 adalah sebuah tonggak besar dalam sejarah teori 
probabilitas, dan tahun itulah yang biasa dikenal sebagai awal dari sains 
tersebut. Terusik oleh permasalahan tertentu dalam permainan judi, salah 
seorang anggota keluarga bangsawan Perancis, Chevalier de Méré (1607- 
1684), mengirimkan beberapa pertanyaan kepada Pascal 

Tanggal 23 November 1654 adalah sebuah titik pemisah dalam 
kehidupan Pascal. Pada hari itu dia memutuskan untuk meninggalkan studi 
matematika dan mencurahkan dirinya sepenuh hati untuk kegiatan 
keagamaan, Pada tahun 1655-1658, Pascal menulis karya-karya yang 
membuatnya terkenal dalam bidang kesusasteraan di Perancis maupun di 
dunia, salah satunya adalah serangkaian pamflet satiris berjudul A Letter 
Written to a Provincial by One of His Friends. Namun demikian, kesehatan, 
Pascal yang selalu rapuh mulai sangat memburuk tahun 1658 dan di 
meninggal empat tahun kemudian pada usia 39 tahun. 


2. Beberapa Kontribusi Pascal lainnya: Sikloida, Segitiga Aritmetik, 

dan Induksi Matematis 

Untuk sekian waktu yang singkat pada pertengahan tahun 1658, pikiran 
Pascal pernah beralih lagi ke matematika. Ini terkait dengan sebuah kurvai 
yang sempat sangat terkenal pada masanya, yaitu sikloida (suatu kurva yang 
terbentuk oleh sebuah titik pada keliling roda, saat roda itu menggelinding 
pada suatu garis lurus). Berdasarkan sifat-sifatnya yang anggun dan 
perselisihan berkepanjangan yang ditimbulkannya di antara para 
matematikawan terkenal, sikloida telah disebut “Helen of Geometry.” Selama 
delapan hari Pascal bekerja untuk memecahkan banyak persoalan terkait 
sikloida, misalnya luas di bawah kurva atau volume bangun ruang yang 


diperoleh dengan memutarkan kurva ini pada garis alasnya. Solusi-solusi 
tersebut kemudian diterbitkannya dalam History of the Cycloid dan empat 
Letters yang ditulisnya dengan nama samaran Amos Dettonville (suatu 
anagram dari Louis de Montalte, nama samaran yang Pascal populerkan saat 
dia menulis Provincial Letters). Namun demikian, meski tidak diterbitkan, 
solusi kuadratur kurva sikloida telah dicapai beberapa tahun sebelumnya oleh 
Gilles Personne de Roberval (1602-1675). 

Karya Pascal tentang sikloida memiliki hasil sampingan yang sangat 
penting: Karya tersebut berperan sebagai inspirasi bagi Leibniz dalam 
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menemukan kalkulus diferensial dan integral. Salah satu dari Letters yang 
ditulis Pascal dengan judul Traire des sinus du quart de circle (1658). 
melibatkan perhitungan-perhitungan tertentu yang mirip dengan evaluasi 
intergaral definit fungsi sin. Tetapi, Pascal tidak sanggup mencapai gagasan 
penting yang akan memberinya teori umum integrasi. Leibniz pada masa 
selanjutnya menceritakan bagaimana saat dia membaca Traité pikiran terang 
muncul dalam dirinya dan menyadari apa yang Pascal telah tidak sadari 
Barangkali. seandainya Pascal tidak wafat dalam usia muda, atau jika dia 
tidak meninggalkan matematika sepenuhnya untuk larut dalam hal-hal lain, 
maka tampaknya dia yang akan telah menyandang gelar kehormatan yang 
sekarang dipegang oleh Newton dan Leibniz untuk penemuan kalkulus 

Pascal juga terkenal berkat publikasinya Triangle Arithmetigue yang 
memuat suatu tabel numerik infinit dalam “bentuk segitiga,” disebut segitiga 
paritmetik (sekarang umumnya dikenal sebagai segitiga Pascal), di mana baris 
ke-n dari segitiga itu mencantumkan secara urut koefisien-koefisien dalam 
ekspansi binom (x + yy, Namun demikian, sebutan segitiga aritmetik dengan 
hama Pascal terutama hanya suatu kebetulan sejarah. Teorema binomial telah 
Witemukan relatif awal dalam perkembangan matematika—identitas (x + y)? = 
+ + Dry + y' telah hadir, dalam bahasa geometrik, dalam Buku II Elements 
karya Euclid. Jadi, tabel-tabel koefisien binomial telah Jama ada jauh 
Sebelum terbitnya Triangle Arithmétique karya Pascal. Misalnya, susunan 
bentuk segitiga dari koefisien-koefisien binom hingga yang berpangkat 
delapan ditemukan dalam buku The Precious Mirror of the Four Elements 
karya Chu Shih-Chien dari China tahun 1303. Selain itu, Omar Khayyam 
(cirea 1050-1130) menyebutkan dalam On Demonstrations of Problems of 
Algebra and Almucabola sebuah karyanya yang hilang tentang segitiga 
aritmetik. Jadi, apa yang disebut segitiga Pascal, seperti halnya teorema 
Pythagoras, sesungguhnya adalah produk dari suatu kebudayaan Timur yang 
jauh lebih awal 

Namun demikian, meski Pascal bukanlah orang yang pertama 
memunculkan segitiga aritmetik, dan bahkan berada hampir terakhir di 


barisan panjang para penemunya, namanya akan selamanya dikaitkan dengan 
segitiga itu karena dialah yang pertama kali melakukan studi sistematik 


mengenai relasi-relasi yang dikandungnya. Pencetakan Traité du Triangle 
Arithmerigue selesai sekitar akhir tahun 1654 (Fermat menerima salah satu 
salinannya sebelum September 1654), tetapi karena Pascal telah 
meninggalkan urusan keduniawian dan Jarut dalam kegiatan keagamaan, 
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maka karya tersebut tidak secara umum beredar sebelum tahun 1665. Karya 
ini memaparkan tentang sifat-sifat dan relasi-relasi di antara koefisien- 
koefisien binomial serta mencakup beberapa prinsip umum peluang. 

Blaise Pascal juga terkenal berkat kontribusinya mengenal induksi 
matematis—bukan suatu metode penemuan, melainkan suatu teknik ketat 
untuk membuktikan apa yang telah ditemukan. Pada kenyataan, meski Pascal 
memberikan penjelasan yang memuaskan tentang induksi matematis, tetapi 
gagasan “penalaran dengan rekurensi” sebenarnya dapat ditemukan lebih 
awal dalam garapan Francesco Maurolico. Namun demikian, Pascal adalah 


orang pertama yang mengakui nilai penting proses logis tersebut dan, berkat 
karyanya Triangle Arithmétiqae, membawanya ke domain lazim dari kerja 


para matematika 


an, 


B. BERNOULLI BERSAUDARA DAN LAPLACE 

Ilmuwan sains kontinental terkemuka pada akhir abad ketujuh sad 
adalah Christiaan Huygens (1629-1695) dari Hague, Belanda. Dia belajar di 
Universitas Leiden dari tahun 1647 hingga 1649 dan di sana mempe! jari 
matematika tingkat lanjut dari Frans van Schooten. Terkenal sebagai seorang 
fisikawan, astronom, dan matematikawan, Huygens adalah penulis risalah 


pertama tentang kajian matematis probabilitas, De Ratiociniis in Ludo Aleae, 
Tulisan tersebut muncul pada awalnya sebagai lampiran pada ExercitationeX 
Mathematicae karya Frans van Schooten yang dicetak tahun 1657. Temuan 
paling terkenal Huygens dalam karya tersebut adalah konsep penting 
kemungkinan matematis, atau seperti dia sebut, “nilai (harga) peluang” untuk 


menang dalam sebuah permainan. Selama setengah abad, pamflet kecil ini 
secara mendasar merupakan satu-satunya teks yang tersedia tentang teori 
probabilitas, Selanjutnya, pada awal 1700-an, teks tersebut tergeserkan oleh 
teks-teks terperinci yang ditulis oleh James Bernoulli dan Abraham De 
Moivre. 


1. James dan John Bernoulli 

Pokok-pokok kalkulus diferensial pertama kali dicetak sebagai makalah 
enam halaman yang ditulis oleh Leibniz dalam Acta Eruditorum tahun 1684 
dan pokok-pokok kalkulus integral diterbitkannya pada tahun 1686. Banyak 
dihiasi cetakan yang keliru dan pemaparan yang kurang jelas, teks tersebut 
secara umum hampir tidak dapat dipahami. Dikisahkan bahwa pada tahun 
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1690 Huygens yang sudah lanjut usia ingin menguasai metode-metode baru 
Leibniz. dan ternyata hanya segelintir orang saja yang mampu untuk 
menjelaskan subjek tersebut. Salah satu matematikawan kontinental yang 


paling dahulu memahami sepenuhnya sajian ringkas dari Leibniz adalah 
James Bemoulli, yang mengajarkan teknik-teknik itu kepada adiknya John 
(John lalu mengajarkan kalkulus kepada L'Hospital yung kemudian 
menyampaikan pengetahuannya kepada Huygens) 

Tidak seperu Newton yang bersikap tertutup. Leibniz melakukan surat- 
menyurat secara ekstensif dengan sesama matematikawan tentang kajian 
analisis infinitsimal. Dia segera mendapatkan sekelompok pendukung 
antusias yang teryakinkan dengan potensi-potensi besar gagasannya dan 
mencoba untuk mengembangkan kalkulus dalam sejumlah cara berbeda. 
Perkembangan pesat kalkulus menjadi suatu instrumen kekuatan dan 
ofleksibilitas analitis terutama adalah berkat upaya Bernoulli bersaudara. Acta 
Eruditorum, di mana Leibniz telah mempublikasikan sebagian besar karya 
tulisnya, juga membuka ruang bagi kontribusi-kontribusi Bernoulli 
bersaudara. Bersama Leibniz mereka telah sedemikian produktif hingga pada 
akhir 1600-an hampir semua dari apa yang sekarang kita sebut sebagai 
'kalkulus dasar telah ditemukan. berikut rintisan persamaan-persamaan 
iliferensial biasa 

James Bernoulli dilahirkan pada tahun terjadinya korespondensi di 
Antara Pascal dan Fermat yang menetapkan dasar-dasar teori probabilitas, 
Dari semua kontribusi matematis Bernoulli, karyanya yang paling terkenal 


adalah Ars Conjectandi (The Art of Conjecturing). Dia telah bekerja keras 
untuk menulis buku tersebut selama 20 tahun, tetapi tidak pernah puas 
dengannya, Saat James meninggal pada tahun 1705, naskah lengkap apa 
adanya dari buku itu diberikan kepada keponakan laki-lakinya yang masih 
berumur 18 tahun, Nicholas Bernoulli, dengan maksud untuk pengeditan 
sebelum dipublikasikan. Nicholas, dulunya adalah murid James. telah 
mencurahkan perhatian kepada teori probabilitas dan tampak sebagai orang 
yang cocok untuk menyelesaikan projek itu, Namun demikian, sang pemuda 
ternyata memandang dirinya tidak cukup pantas untuk melakukan tugas tadi 
dan akhirnya memberikannya kepada pencetak apa adanya seperti 
ditinggalkan James. Buku Ars Conjectandi diterbitkan dalam bahasa Latin 
pada tahun 1713, delapan tahun setelah wafatnya James Bernoulli. 

Buku Ars Conjectandi terbagi menjadi empat bagian, Bagian pertama 
adalah reproduksi De Ratiociniis in Ludo Aleae karya Huygens yang disertai 
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pembahasan untuk semua kecuali satu dari proposisi-proposisinya. 
Pembahasan Bernoulli seringkali menawarkan bukti-bukti alternatif bagi 
proposisi-proposisi fundamental yang dikemukakan Huygens. dan bahkan 
dalam beberapa kasus Bernoulli memperluasnya. Bagian kedua dari Ars 
Conjectandi secara praktis memuat semua hasil baku pada permutasi dan 
kombinasi dalam bentuk sebagaimana dituliskan pada masa sekarang ini, 
Bernoulli mengatakan bahwa penulis-penulis lain telah mengkaji topik-topik 
itu sebelum dirinya, khususnya van Schooten. Leibniz dan Wallis, serta 
menegaskan bahwa bidang kajian tersebut tidaklah sepenuhnya baru. 
Bagian ketiga dari Ars Conjectandi memuat 24 masalah terkait bers 
permainan peluang yang populer pada masa Bernoulli. dirancang sebagai 
contoh-contoh bagi teori yang telah dibahas dalam buku tersebut. Bagian 
terakhir dari buku Ars Conjectandi membahas aplikasi-aplikasi kajiannya 
pada permasalahan kewarganegaraan, moral, dan ekonomi. Bagian ini beluny 
terselesaikan oleh Bernoulli tetapi hendaknya dipandang sel i bagian 
terpenting dari keseluruhannya, Di sinilah disajikan bukti teorema terkenal 
yang disandang oleh namanya—teorema limit pertama dalam teori peluang! 
Teorema Bernoulli ini kelak disebut “hukum bilangan-bilangan besar” oleh} 
Poisson. seorang matematikawan Perancis. Namun demikian, pada 
khususnya disesalkan bahwa aplikasi-aplikasi yang dijanjikannya dalang 
ekonomi dan politik tidak dapat diwujudkan, karena ternyata kelak teorema 
Bernoulli memang menjadi pijakan penung dari permasalahan tidak 
signifikan seperti pengambilan bola-bola berwarna dari wadah tertutup atau 


am 


pelemparan dadu dan permainan kartu ke aplikasi-aplikasi teori probabilitas 
yang sangat berharga dan terdukung sains seperti statistika matematis, 
demografi, dan teori ‘random errors’ atau galat-acak 

Saudara laki-laki dari James, yaitu John Bernoulli (1667-1748) diajari 


sains-sains matematika secara pribadi oleh kakaknya tersebut. Saat tulisan- 


tulisan Leibniz mulai muncul dalam Acta Eruditorum, John menguasai 
metode-metode baru dari Leibniz dan mengikuti kakaknya sebagai salah satu 
pendukung paling awal bagi kalkulus. Dengan dukungan dari Huygens, John 
ai profesor matematika di Groningen, Belanda, pada tahun 
1695. Saat James wafat, John melanjutkan jabatan kakaknya di Basel sampai 
akhir hayatnya. Sayangnya, benih pertentangan tumbuh berkembang semakin 
tajam di antara dua bersaudara ini hin kolaborasi awal mereka akhirnya 
berubah menjadi perseteruan 
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John Bernoulli mengukuhkan posisi sebagai salah satu matematikawan 
terkemuka pada zamannya dengan publikasi mandiri pertamanya tentang 
solusi untuk permasalahan kurva katenari dalam Acta Erudirorum tahun 
1691, yang juga dicoba dijawab oleh Leibniz dan Huygens, Selanjutnya, John 
berkontribusi signifikan bagi penulisan bukuteks pertama tentang kalkulus 
diferensial, Analyse de Infiniment Petits (1696), oleh Marquis de L*Hospital. 
Salah satu yang terpenting dari kontribusi-kontribusi John Bernoulli yang 
dimasukkan ke dalam buku tersebut adalah teorema yang sejak saat itu 
disebut aturan L'Hospital, untuk menemukan nilai limit suatu pecahan saat 
baik pembilang maupun penyebutnya cenderung mendekati nol pada saat 
bersamaan. 

Selain itu. John Bernoulli juga berperan dalam penetapan notasi 
matematis untuk kalkulus integral. Bersama Leibniz, yang mengajukan istilah 
calculus summatorius dan simbol / (saat itu dicetak dengan lambang s) 
Sedangkan dirinya mengajukan istilah calculus integralis dan simbol J besar 
sebagui lambang integrasi, tercapailah kompromi penggunaan simbol § yang 
dibuat lebih panjang dan ramping (/') dan istilah calculus integralis sebagai 
Invers dari caleulus differenrialis 

Namun demikian, kembali ke perkembangan teori peluang, tonggak 
besar selanjutnya setelah Ars Conjectandi karya James Bernoulli adalah 
(publikasi Doctrine of Chances: or, a Method of Calculating the Probability 
bf Events in Play karya De Moivre (1667-1754) pada tahun 1718, Salah satu 
hasil penting di sana, aproksimasi terkenal 


nl © ¥2rnn"e™, 


yang biasanya dikenal sebagai formula Stirling. adalah bagaimanapun 
juga merupakan pencapaian dari De Moivre. 


2. Pierre Simon Laplace (1749-1827) 

Sebelum tahun 1770-an, kalkulus untuk probabilitas telah sangat terbatas 
pada studi permainan judi dan persoalan perhitungan resiko. Kerja James 
Bernoulli dan De Moivre telah membuka pandangan menuju aplikasi-aplikasi 
yang lebih luas—estimasi galat observasi, perubahan komposisi populasi, 
atau studi kecenderungan yang muncul dalam fenomena politik dan sosial 
(misalnya, ukuran rata-rata harapan hidup dan pernikahan). Tetapi itu semua 
tidak lebih dari sekedar sentuhan awal, karena kemudian barulah Laplace 
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yung maju ke depan untuk memperluas kajian matematis probabilitas ke 
bidang-bidang penelitian sains yang berada jauh di seberang permainan- 
permainan peluang. 

Pierre Simon Laplace (1749-1827) dilahirkan di Normandia pada sebuah 
keluarga sederhana. Saat berusia 16 tahun, Laplace masuk ke Universitas 
Caen dengan niat untuk mempelajari teologi tetapi kemudian segera 
membulatkan hati bahwa minat sejatinya adalah matematika. Pilihannya 


membuahkan hasil, dia ditugaskan sebagai profesor matematika pada Paris 
Ecole Militaire tahun 1769, dengan dukungan dari matematikawan 
terkemuka Perancis Jean d'Alembert, dan diangkat menjadi anggota 
Académie tahun 1773. 

Kesuksesan Principia karya Newton menjadikan mekanika benda-benda 
langit suatu lapangan yang menarik untuk dikaji. dan segera setelah Laplace 
tiba di Paris, Laplace membangun tujuan hidupnya: menulis bukuteks yang 
mencakup semua yang diketahui tentang mekanika benda-benda langit. Did 
tidak membiarkan kegiatannya terganggu oleh Revolusi Perancis atau oleh 
serangkaian perubahan pemerintahan yang terjadi pada masa hidupnya; 
Karya terbesar Laplace adalah Traité de Mécanique Céleste, diterbitkan 
dalam lima volume besar selama 26 tahun (1799-1825). Mécanique Celesig 
menyelesaikan kerja yang Newton rintis, karena karya tersebut menunjuk kad 
bahwa semua gerakan anggota-anggota sistem planet di tata surya dapat 
dideduksi dari hukum gravitasi. Pada 2000 halaman dalam Mécanique 
Céleste terpadukan semua temuan penting dari abad sebelumnya—dari 
Newton, Clairaut, d'Alembert, Euler, dan Lagrange—ditambah sedemikian 
banyak materi yang asli merupakan karyanya sendiri. 

Selain dalam bidang mekanika benda-benda langit, kejeniusan Laplace 
juga tampak dalam kontribusinya bagi kajian probabilitas dan teori statistika 
matematis yang saat itu baru berkembang, Sejak tahun 1774, dia menerbitkan 
serangkaian tulisan ilmiah yang akhirnya diperluas menjadi sebuah karya 
akhir yang matang, Théorie Analytique des Probabilités (1812) yang terdiri 
alas 464 halaman. Dengan menyajikan solusi bagi hampir setiap persoalan 


klasik teori probabilitas, Laplace menelusuri evolusi hidang tersebut dan 
sekaligus memberi sistematisasi dan memperluas hasil dari banyak 
matematikawan lain yang telah diketahui sebelumnya tetapi belum tertata 
secara baik 

Akhirnya, secara umum, Théorie Analytique des Probabilités terdiri atas dua 
buku, Buku pertama yang berjudul Calculus of Generating Functions 
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dicurahkan untuk analisis. Dalam Buku IL atau General Theory of 
Probability, Laplace membagi kajiannya ke dalam tiga bagian: hakikat teori 
peluang, teorema-teorema limit, dan statistika matematis. 


Ww LATIHAN 


== 
=F 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Anggapan bahwa teori probabilitas dimulai seba; 
matematika dengan surat-menyurat di antara Blaise Pascal dan Pierre de 
Fermat pada tahun 1654 adalah sebenarnya tidak tepat. Tetapi. 
penelusuran asal-usul teori probabilitas ke akarnya memang sukar untuk 
dilakukan. Jelaskan mengapa sukar! 

2) Peran aktif Pascal dalam matematika berlangsung hampir seutuhnya 
pada tahun 1640, 1654, dan 1658. Sebutkan karya dan kontribusi Pascal 
pada tahun-tahun tersebut! 


Uu suatu cabang 


3) Sebutkan risalah pertama tentang kajian matematis probabilitas berikut 
penulisnya, kemudian tuliskan dua teks lain yang menggantikannya pada 
awal abad ke-18! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Kesukaran itu disebabkan oleh fakta bahwa teori probabilitas pada 
dasarnya berawal sebagai suatu sains empirik dan barulah belakangan 
berkembang sisi matematisnya, Bidang kajian ini memiliki akar kembar 
dalam dua guris penyelidikan yang cukup berbeda: solusi persoalan 
taruhan terkait permainan-permainan peluang dan pengolahan data 
statistik. 

2) Karya dan kontribusi Pascal antara lain: tahun 1640, Essay pour les 
coniques. tentang teorema segicnam mistik dan irisan kerucut, 1654, 
gagasan-gagasan teori probabilitas melalui surat-menyuratnya bersama 
Fermat, dan karya tulisnya Traité du Triangle Ariihmeugue: 1658, 
History of the Cyeloid dan empat Letters. tentang sikloida. 

3) De Ratiociniis in Ludo Aleac (1657) karya Huygens, yang digantikan 
Ars Conjectandi (1713) karya James Bernoulli dan Doctrine of Chances: 
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or, a Method of Calculating the Probability of Events in Play (1718) 
karya De Moivre 


Pascal dan Fermat memberikan mata rantai-mata rantai penting 
dalam rantai penalaran yang membentuk teori probabilitas seperti kita 
mengenalnya saat ini, berkat aktivitas surat-menyurat yang mereka 
lakukan pada tahun 1654. Pascal adalah orang yang luar biasa terampil 
dalam banyak bidang. Dia sanggup menjadi penulis berbakat dan filsuf 
religius, berikut menjadi matematikawan kreatif dan sekaligus fisikawan 
eksperimental. Tiga masa produktif Pascal dalam matematika 
berlangsung hampir seutuhnya pada tahun 1640, 1654, dan 1658, dengan 
karya awalnya 

Huygens adalah penulis risalah pertama untuk kajian matematis 
probabilitas, De Ratiociniis in Ludo Aleae (1657). Selama setengah abad, 
pamflet kecil ini secara mendasar merupakan satu-satunya teks yang 
tersedia tentang teori probabilitas. Selanjutnya, pada awal 1700-an, teks 
Huygens itu tergeserkan oleh teks terperinci yang ditulis oleh James 
Bernoulli, yaitu Ars Conjectandi (1713), dan Doctrine of Chances: or, a 
Method of Calculating the Probability of Events in Play (1718) karya 
Abraham De Moivre 

Kerja James Bernoulli dan De Moivre telah membuka pandangan 
menuju aplikasi-aplikasi lebih luas dari teori probabilitas. Namun 
demikian, Laplace adalah tokoh yang memperluas kajian matematis 
probabilitas ke bidang-bidang penelitian sains yang berada jauh di 
seberang permainan peluang. Di dalam karyanya. Théorie Analytique des 
Probabilirés (1812), Laplace menyajikan solusi bagi hampir setiap 
persoalan klasik teori probabilitas, menelusuri evolusinya, berikut 
memberi sistematisasi dan memperluas hasil-hasil dari banyak 
matematikawan lain yang telah diketahui tetapi belum tertata secara 
baik, 


A TES FORMATIF Z 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


essay pour les coniques. 


1) Anggapan bahwa teori probabilitas dimulai sebagai suatu cabang 
matematika dengan surat-menyurat di antara Blaise Pascal dan Pierre de 


Fermat pada tahun 1654 adalah keliru. Jelaskan mengapa demikian ian 
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berikan penilaian lebih tepat tentang nilai penting kontribusi mereka bagi 
subjek tersebut! 

2) Peran aktif Pascal dalam matematika berlangsung hampir seutuhnya 
pada tahun 1640, 1654, dan 1658. Sebutkan karya dan kontribusi Pascal 
pada tahun-tahun tersebut! 

3) Berdasarkan materi yang Anda baca dalam kegiatan belajar ini, jelaskan 
secara ringkas apa yang Anda ketahui tentang buku Ars Conjectandi! 

4) Jelaskan peran penting Théorie Analytique des Probabilités (1812) karya 
Laplace bagi perkembangan teori probabilitas! 

5) Sebutkan perkembangan umum aplikasi teori probabilitas, mulai dari 
yang tidak signifikan sebelum periode 1770-an hingga ke lapangan yang 
dipandang sangat berharga! 


- Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini, Hitunglah jawaban yang benar, 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2 


Jumlah Jawaban yang Benar , 
Tingkat penguasaan — x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 3. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang 


belum dikuasai 
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Perkembangan Teori Bilangan: Fermat, Euler, 
dan Gauss 


S ebelum mengkaji kebangkitan kembali teori bilangan pada abad 
kedelapan belas, mari kita sekilas melihat lagi abad ke-16 dan ke-17, 
Sedikit sekali orang pada abad keenam belas yang serius tertarik dengan 


matematika atau sains, dan di antara mereka yang memiliki minat tidak 
beperan aktif. Banyak matematikawan atau ilmuwan sains bekerja secara 
memencilkan diri, karena bahkan di dalam komunitas universitas ketertarikan 
mereka dipandang hanya penting secara permukaan. Sains, masih ternodai 
praktek ilmu sihir. belum menjadi garapan intelektual yang dihormati 
sehingga pengakuan terutama diraih oleh mereka yang maju dalam bidang 
bidang keilmuan yang lebih sentral. Selain buku-buku, tidak terdapat card 
rutin bagi para cendikiawan untuk saling berkomunikasi dan publikasi 
merupakan hal yang sukar karena persoalan pencekalan dan pelarangan. 


A. PERKUMPULAN DAN JURNALISME ILMIAH 


Saat semakin banyak orang ikut serta dalam upaya-upaya ilmiah 
tampaklah bahwa kemajuan ilmu pengetahuan sangat dipengaruhi oleh 
jangkauan dan kecepatan komunikasi temuan-temuan. Pengujian dari waktu 
ke waktu terhadap gagasan-gagasan menjadikan sains kuat dan terpercaya 
karena pengujian semacam itu membimbing ke arah ditinggalkannya 
hipotesis-hipotesis yang tidak lagi dapat dipertahankan. Dalam 
perkembangan dari zaman Renaissance, saat hampir semua diskusi ilmiah 
berlangsung dalam kerangka kurikulum universitas, pada periode 1600-an 
muncul suatu pola organisasi sosial baru, yaitu berbagai perkumpulan dan 
akademi keilmuan yang lepas dari universitas-universitas. 

Dimulai dengan pendirian lingkaran-lingkaran amatir skala kecil dan 
relatif tidak formal, periode ini mencapai puncaknya pada pendirian Royal 
Society of London (1660) dan L'Académie Royale de Sciences (1666). 
Kedua organisasi ini sekarang masih aktif sebagai perkumpulan profesional 
terkemuka. Organisasi-organisasi tersebut bertujuan terutama sebagai wadah 
untuk pertukaran informasi ilmiah bagi anggota-anggota mereka sendiri dan 
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juga untuk menjadikan temuan-temuan kolektif mereka secara umum tersedia 
bagi kelompok-kelompok lain yang berminat 

Berbeda dari kelompok-kelompok yang berkumpul di sekitar filsuf-filsuf 
terkenal pada zaman kuno, perkumpulan atau akademi ilmiah semacam ini, 
diorganisasikan dan dijalankan oleh anggota-anggotanya, adalah produk dari 
peradaban Italia abad keenam belas. Beraneka ragam perkumpulan dan 
akademi yang bermunculan saat itu dapat dipandang sebagai upaya kaum 
intelektual untuk menciptakan suatu institusi yang lebih bersahabat daripada 
universitas yang mapan. Para cendikiawan berupaya untuk memper 
pemahaman dengan bertemu sesama mereka untuk membahas bidang kajian 
yang sama-sama mereka minati. 

Akademi pertama untuk kajian sains dirintis oleh Giambattista della 
Porta (1535-1615) di Naples pada tahun 1560, yaitu Accademia Secretorum 


a 


eNaturae. Selanjutnya, Accademia dei Lincei didirikan di Roma pada tahun 
1603 yang bertujuan untuk mengupayakan temuan-temuan baru dalam sains 
fisika dan mempublikasikannya kepada dunia—anggota-anggotanya tahun 
1610 antara lain adalah Galileo dan della Porta. Setelah itu, perkumpulan 
Almiah sains terakhir yang penting pada zaman Renaissance di Italia adalah 
Accademia del Cimento (Akademi Eksperimen), didirikan di Florence tahun 
1657 dengan dukungan dana penuh dari keluarga Medici untuk 
mengumpulkan koleksi terbaik peralatan sains yang tersedia di Eropa sampai 
Mengan masa itu, 

Di sisi lain, salah satu contoh pertemuan rutin para matematikawan 
alah lingkaran Paris yang dirintis oleh Marin Mersenne (1588-1648), 
seorang tokoh yang terkenal dengan upayanya terkait salah satu 


permasalahan tertua dalam teori bilangan—penemuan semua bilangan 
sempurna Setelah wafatnya Mersenne, konferensi-konferensi terus 
diselenggarakan secara berkala di rumah-rumah di Paris dan sekitarnya. 
Biasa dianggapkan bahwa Académie Royale des Sciences yang didirikan 
pada tahun 1666 adalah kurang lebih penerus langsung dari pertemuan- 
pertemuan lingkaran Paris. Akademi baru ini terdiri atas dua bagian: ranah 
matematis yang meliputi semua “sains eksakta,” dan ranah fisik yang 
berkenaan dengan “sains-sains eksperimental” seperti fisika, kimia, botani, 
dan anatomi. Secara umum, perkembangan sains pada periode 1600-an 
sangat dipengaruhi oleh tiga asosiasi ilmiah: Accademia dei Lincei di Roma, 
yang tidak bertahan lama; Académie Royale des Sciences di kota Paris, dan 
Royal Society of London. 
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Permulaan jurnalisme ilmiah umumnya ditelusuri ke tahun 1665 dengan 
penerbitan Philosophical Transactions of the Royal Society dan Journal des 
savants, dua publikasi yang masih bertahan hingga saat ini. Ditaksir bahwa 
pada periode 1750-1789 terdapat hampir 900 jurnal ilmiah berkala, banyak di 
antaranya berumur singkat, dibanding hanya 35 jurnal sebelum tahun 1700, 
Jurnal-jurnal awal ini terutama berfungsi sebagai media untuk 
mengkomunikasikan informasi ilmiah—berita, catatan, dan laporan yang 
dipetik dari berbagai sumber—daripada sebagai wadah ilmu pengetahuan 
ilmiah. Meski jumlahnya banyak, jurnal-jurnal tersebut tidak segera 
menggantikan buku-buku sebagai cara yang lebih dipilih untuk publikasi 
ilmiah; di sepanjang abad tadi publikasi artikel-artikel singkat dalam bentuk 
pamflet terus berlanjut 

Meskipun literatur penerbitan berkala tahun 1600-an terdiri hampir 
seluruhnya atas jurnal-jurnal perkumpulan kaum terpelajar, tetapi kemudian 
suatu jenis terbitan berkala yang lebih populer mulai berkembang pada tahuri 
1700-an, Inggris menjadi perintisnya dengan publikasi The Tatler (1709), 
The Guardian (1710), dan The Spectator (1711). Pada dasarnya merupakan, 
jurnal-jurnal kesusasteraan, terbitan-terbitan ini seringkali mencetak artikel 
artikel tentang sains dan teknik. dipilih dari publikasi berbagai perkumpulan 
ilmiah. Keberhasilan The Spectator memicu publikasi terbitan berkala serup 
itu di Paris, Spectateur Français (1722), Selanjutnya, akhir abad ke-18 
menyaksikan munculnya suatu terbitan berkala yang luar biasal 
Philosophical Magazine (1798). 

Di sisi lam, pendahulu surat kabar modern, bersifat ringkas, terbit secara 
tidak rutin, dan biasanya berupa lembaran-lembaran berita yang tidak 


berumur panjang, telah diterbitkan sejak awal-awal abad ketujuh belas 
Inggris merintis penerbitan surat kabar harian yang pertama, Daily Courant, 
pada tahun 1702, sedangkan Perancis baru memiliki surat kabar harian pada 
tahun 1777, dengan diterbitkannya Journal de Paris 

Namun demikian, Perancis berhasil melahirkan karya monumental 
Encyclopédie ou dictionnaire raisonnée des sciences, des arts, et des metiers 
di bawah arahan editor Denis Diderot (1713-1784) dan Jean d'Alembert 
(1717-1783). Garapan yang mulai muncul pada tahun 1751 dengan publikasi 
volume pertama dari keseluruhan 17 volume artikel ini bertujuan untuk 
mengumpulkan semua pengetahuan yang telah ada hingga saat itu ke dalam 
suatu keteraturan, disusun menurut abjad dan diberikan rujukan-rujukan 
silang. Lebih dari sekedar wadah koleksi ilmu pengetahuan, Encyclopédie 
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adalah perwujudan dari Pencerahan, propaganda cemerlang untuk 
mendukung skeptisisme dan mengangkat metode ilmiah sebagai alat bantu 
utama bagi penalaran. Oleh karena itu, tidak aneh bahwa garapan ini 
mengalami sensor yang ketat dan tekanan dari pihak berwenang dan 
penguasa yang kemudian menyebabkan penundaan dan kelumpuhannya. 

Seiring perkembangan berbagai penerbitan tersebut, saat para 
cendikiawan mendirikan akademi-akademi, kalangan masyarakat yang lebih 


awam mulai mendirikan klub-klub membaca. Sekelompok orang menyewa 
satu atau dua ruangan, dan menyerahkan tulisan kolektif mereka kepada 
berbagai jumal dan surat kabar, dan melakukan pertemuan dari waktu ke 
waktu untuk mendiskusikan isi dari berbagai publikasi, 

Setelah tinjauan ringkas perkembangan perkumpulan dan jurnalisme 
ilmiah di atas, selanjutnya mari kita mulai mengkaji kebangkitan kembali 
perkembangan teori bilangan, khususnya perkembangan yang berpusat di 
Sekitar Fermat, Euler, dan Gauss 


B. PIERRE DE FERMAT DAN ARITHMETICA 
Sedikit saja periode yang sedemikian subur bagi matematika seperti abad 


ketujuh belas. Pada saat nama-n 
Wallis, Bernoulli, Leibniz, dan Newton sedang mulai terkenal, seorang 


ama seperti Desargues, Descartes, Pascal, 


pegawai pemerintah dari Perancis, Pierre de Fermat (1601-1665), berdiri 
sepadan di antara ilmuwan-ilmuwan brilian tersebut. Fermat adalah 


matematikawan besar terakhir yang mengkaji matematika sebagai sampingan 
bagi kariernya yang bukan di bidang sains. Berprofesi sebagai pengacara dan 
ahli hukum pada parlemen provinsi di Toulouse, Perancis, dia mencari 


penyegaran dari rutinitasnya dengan abstraksi matematika. Fermat tidak 


memperoleh pelatihan khusus dalam matematika dan tidak tertarik 
dengannya sebelum menginjak usia 30 tahun, baginya matematika hanyalah 
sebuah hobi yang ditekuninya pada waktu senggang 

Namun demikian, tidak ada praktisi semasanya yang membuat temuan- 
temuan lebih hebat atau berkontribusi lebih banyak bagi kemajuan 
matematika. Fermat adalah salah satu penemu gcometri analitik, dia 
membangun fondasi-fondasi teknis dari kalkulus diferensial dan integral. dan 
bersama Pascal dia menetapkan pedoman-pedoman konseptual untuk teori 
probabilitas, Bidang yang paling digemari Fermat adalah teori bilangan, yang 
dia selamatkan dari alam takhayul dan sihir yang telah lama mengurung 


ya. 
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Kontribusi Fermat di sana melebihi seluruh ilmuwan lain, Dapat dikatakan 
bahwa kebangkitan kembali minat terhadap sisi abstrak teori bilangan 
dimulai oleh Fermat; karena dengan penolakannya terhadap solusi-solusi 
rasional bagi permasalahan diophantus, dan lebih berteguh pada solusi-solusi 
bilangan bulat, dia memutuskan tali dari tradisi klasik Aviumetica karya 
Diophantus. 

Fermat, putra seorang saudagar kulit yang makmur, pindah dari 
Universitas Toulouse ke Universitas Orleans di mana dia memperoleh gelar 
dalam bidang hukum pada tahun 1631. Karena tidak satu pun dari dua 
universitas itu yang memiliki matematikawan atau ilmuwan sains terkemuka, 
pendidikan Fermat dalam matematika barangkali tidak lebih dari enam buku 
pertama dari Elements karya Euclid dan sekian aljabar simbolik dari karya 
baru Vieta, Introduction to the Analytic Art (1591). Tetapi, pada musim semi 
tahun 1636, Fermat telah membangun sebuah teori yang sekarang kita sebuy 
geometri analitik yang hampir identik dengan apa yang René Descartes 
kembangkan dalam karyanya La Géométrie tahun 1637, Meski 
kemunculannya bersamaan, dua sistem geometri analitik tersebut sepenuhnya 
merupakan inovasi yang saling lepas. Géométrie karya Descartes dicetak dan 
beredar secara luas, sedangkan Introduction to Plane and Surface Loci Karya, 
Fermat tetap dalam bentuk naskah hingga tahun 1679, Buku Introduction 
sekurang-kurangnya mengakhiri pemencilan diri Fermat dari koran 


matematis secara umum. 


| 
Sumber: A History of Science, Technology and Philosophy in the 16th 
and 17th Centuries, oleh A. Wolf 
Gambar 6.5 
Pierre de Fermat (1601-1665) 


Fermat lebih memilih kesenangan yang diperoleh dari penelitian 
matematis itu sendiri daripada reputasi yang dapat disandangnya. Dia hanya 
mempublikasikan satu naskah penting semasa hidupnya, dan itu baru terjadi 
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pada lima tahun sebelum dia wafat. dengan menggunakan inisial M.P.E.A.S. 
Bersikeras menolak untuk menyempurnakan tulisannya seperti disyaratkan 
publikasi, dia menolak sejumlah upaya orang lain untuk menerbitkan hasil- 
hasil garapannya dengan nama aslinya. Namun demikian, orang yang 
mengabaikan publikasi formal ini tentu bangga dengan pencapaian- 
pencapaiannya dan tidak ingin tetap tidak dikenal sama sekali. Dia 
melakukan banyak sekali surat-menyurat dengan para matematikawan 
sezamannya di mana dia mengedarkan temuan-temuan terbarunya. Sebagian 
besar dari sedikit saja yang kita ketahui tentang penyelidikan-penyelidikan 
matematis Fermat ditemukan dalam surat-surat kepada para sahabatnya di 
mana mereka saling bertukar permasalahan dan melaporkan keberhasilan. 
Mereka mencoba dengan segala upaya untuk mempublikasikan bakat-bakat 
Fermat dengan menyampaikan surat-surat ini dari tangan ke tangan atau 
ymenyalinnya, yang kemudian disebarkan ke berbagai penjuru Eropa. 

Fermat tampaknya adalah salah satu manusia langka yang cukup 
sederhana meyakini bahwa penggalan-penggalan bukti atau bahkan sebuah 
pernyataan teorema sudah memadai untuk dipahami oleh semua orang. 
Kebiasaan mengkomunikasikan hasil-hasil har bagian demi bagian, 
"biasanya diajukan sebagai tantangan, sangat mengusik para matematikawan 
Lingkaran Paris, Bahkan, suatu ketika. mereka menuduh bahwa Fermat 
mengajukan persoalan-persoalan yang mustahil dan mengancam untuk 


memutuskan korespondensi kecuali segera diberikan rinciannya 

Karena pekerjaannya di parlemen menyita semakin banyak waktunya, 
Fermat terbiasa menyisipkan catatan-catatan di tepian buku apa pun yang 
dibacanya. Buku Arithmetica karya Diophantus edisi Bachet yang dimiliki 
oleh Fermat, pada tepian/marginnya, menyimpan banyak teorema 
terkenalnya dalam teori bilangan. Ini terungkap lima tahun setelah Fermat 


wafat oleh putra Samuel, yang menerbitkan edisi baru Arithmetica 


dengan menyertakan marginalia terkenal dari ayahnya. Karena hanya tersedia 
sedikit ruang, Fermat terbiasa untuk menuliskan hasil dan meniadakan semua 
langkah menuju konklusinya. Generasi mendatang seringkali berharap 
seandainya Fermat tidak sedemikian merahasiakan metode-metodenya, atau 
setidaknya tepian-tepian dari Arithmetica lebih luas. 

Pada awal kariernya. Fermat mencurahkan banyak sekali perhatian pada 
pertanyaan-pertanyaan keterbagian klasik mengenai fungsi ofn). hasiljumlah 
pembagi-pembagi dari m, misalnya pencarian solusi-solusi untuk a(n) = 27 


(bilangan-bilangan sempurna) atau solusi-solusi untuk ofn) = n + m= am) 
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sebarang bilangan berpangkat yang lebih dari pangkat dua sebagai 
hasiljumlah dari dua bilangan yang berpangkal sama dengannya. Untuk ini, 
saya telah menemukan sebuah bukti yang benar-benar menawan, tetapi tepian 


buku ini terlalu sempit untuk menampungn ya 


Dalam pernyataan yang menggoda tersebut, Fermat menegaskan bahwa jika 
n> 2, maka persamaan diophantus 
x+y"? = 


n 


tidak memiliki solusi-solusi bilangan bulat kecuali untuk solusi-solusi trivial 
di mana z =x atau z =y, dengan satu variabel lainnya adalah nol. 

Kutipan di atas telah dikenal sebagai “Teorema Terakhir Fermat,” atau 
lebih tepatnya, konjektur Fermat. Semua hasil yang dituliskannya pada tepian 
buku Arithmetica miliknya terbukti benar, meskipun hasil yang terakhir, 


yaitu teorema terakhir yang terkenal, barulah terbuktikan tahun 1994 dan 
dipublikasikan tahun 1995. Fermat berulang kali menyebutkan kasus-kasus 
pangkat tiga dan pangkat empat dalam korespondensinya, mengisyaratkan 
bahwa keberhasilannya dalam membuktikan dua kasus tersebut 
membawanya untuk berasumsi bahwa metode ‘infinite descent’ akan berlaku 
untuk semua eksponen; tetapi tidak ada jejak apa pun tentang “bukti yang 
benar-benar menawan” yang konon dia temukan 

Sebagian besar dari para ahli sekarang ini bepandangan bahwa Fermat 
sekedar yakin bahwa dirinya memiliki sebuah bukti, padahal sesungguhnya 
dia tidak memilikinya. Selama 350 tahun, teorema terakhir Fermat telah tidak 
dapat ditembus upaya-upaya pencarian solusi oleh banyak matematikawan 


besar dan bahkan oleh lebih banyak lagi matematikawan amatir, Selanjutnya, 
pada dekade-dekade akhir abad ke-20, terjadi kemajuan yang pesat dan 
substansial. Beberapa matematikawan berupaya menaklukkan konjektur itu 
secara membabi buta, menggunakan — komputer-komputer untuk 
memverifikasinya pada pangkat-pangkat yang lebih besar. Pada tahun 1976, 
konjektur tersebut telah terbukti benar untuk semua eksponen hingga pangkat 
125.000. 

Sebuah langkah kemajuan besar terjadi pada tahun 1983 saat Gerd 
Faltings dari Jerman Barat membuktikan bahwa persamaan Fermat x” + y" = 
= hanya memiliki solusi-solusi bilangan bulat yang banyaknya berhingga, 
bukan tak-hingga, untuk sebarang n > 3. Jika selanjutnya dapat ditunjukkan 
bahwa solusi-solusi yang banyaknya berhingga itu sebenarnya nol pada 
masing-masing kasus, maka klaim Fermat terkukuhkan. Satu hasil mencolok 
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lainnya, ditetapkan pada tahun 1987, yaitu bahwa teorema terakhir Fermat 
benar untuk “hampir semua” nilai dari eksponen 7; artinya, saat n cenderung 
ke infinitas, proporsi nilai-nilai untuk mana teorema itu benar mendekati 100 
persen. Indikasi pertama bahwa permasalahan itu pada akhirnya mungkin 
terpecahkan muncul pada musim panas tahun 1993, saat Andrew Wiles dari 
Universitas Princeton mengajukan sketsa bukti pada serangkaian tiga 
ceramah kuliah di Cambridge, Inggris. 

Pemecahan masalah teorema terakhir membuat klaim tersebur tidak lagi 
sedemikian menarik namun tetap tidak mengecilkan nilai penting sejarahnya. 
Teknik-teknik baru yang muncul terkait klaim itu dan area-area baru 
matematika yang terlahirkan sebagai hasil sampingannya barangkali lebih 
penting bagi matematika daripada teorema terakhir itu sendiri. Misalnya, 
Kummer terbawa untuk menemukan bilangan-bilangan idealnya dari mana 
kemudian berkembang teori bilangan-bilangan aljabar. 

Secara umum, nilai penting garapan Fermat terletak bukan hanya pada 
kontribusi bagi matematika zamannya sendiri tetapi lebih pada efek 
penggeraknya bagi generasi-generasi selanjutnya. Fermat mengeluhkan 
bahwa minatnya dengan teori bilangan baru tidak bergema di antara pard 
matematikawan sezamannya. Ini barangkali menjelaskan keengganan Fermat 


untuk mengemukakan bukti-bukti, Apa pun alasannya, penolakan untuk 
mempublikasikan temuan telah menyebabkan Fermat kehilangan pengakuan 
atas banyak temuan luar biasanya. dan ketertarikan hampir eksklusifnya pada 
teori bilangan selama 15 tahun terakhir hidupnya menyebabkan dia semakin 
terkucil dari penelitian jalur utama. Dia mencoba membujuk Pascal untuk 
berkolaborasi dalam kajian tersebut, tetapi Pascal pada dasamya bukanlah 
seorang pengkaji teori bilangan dan dia bahkan kemudian lebih tertarik 
dengan agama daripada matematika. Selanjutnya, nama Fermat tenggelam 
dalam ketidakjelasan dan seabad harus berlalu sebelum akhirnya seorang 
awan hebat, Leonhard Euler, memahami atau mengapresiasi nilai 


matems 
penting dari apa yang Fermat telah kerjakan. 


C. LEONHARD EULER, PENULIS MATEMATIKA PALING 
PRODUKTIF 


Tokoh kunci matematika abad ke-18 adalah Leonhard Euler (1707-1783) 
yang latar kegiatan matematisnya terutama di Jerman dan Rusia, Euler adalah 
putra dari seorang pastor Lutheran di sekitar Basel, Swiss. Ayahnya sangat 
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menginginkan Euler untuk mengabdikan diri kepada gereja dan 
mengirimkannya, pada usia 13 tahun, ke Universitas Basel untuk belajar 
teologi. Di sana. Euler bertemu dengan John Bernoulli, salah satu 
matematikawan terkemuka di Eropa. dan bersahabat dengan dua putranya, 
Nicolaus dan Daniel. Dalam waktu singkat, Euler melepas studi teologi yang 
telah dipilihkan untuknya dan kemudian menekuni matematika, Dia 
menerima gelar master pada tahun 1723: dan tahun 1727, saat baru berusia 
19 tahun, Buler menerima penghargaan dari Académie des Sciences untuk 
tulisannya tentang penataan tiang-tiang layar perahu yang paling efisien. 

Bagi para matematikawan yang memulai karier mereka di Swiss pada 
awal 1700-an, terdapat hanya sedikit posisi mengajar di universitas dan 
dengan demikian peluang kecil untuk mendapatkan pekerjaan. Saat beredar 
kabar bahwa Akademi St. Peterburg yang baru diorganisasikan (1724) sedang 
membuka lowongan staf pengajar, banyak matematikawan terkemuka dari 
berbagai penjuru Eropa, termasuk Nicolaus dan Daniel Bernoulli, berangkat 
ke Rusia, Berkat rekomendasi mereka, Euler pun diundang bekerja di sana. 
Sebelumnya, karena usia yang terlalu muda (belum menginjak 20 tahun). 
Jamuran Euler untuk mengajar fisika pada Universitas Basel ditolak. dan oleh 


‘Karena itu dia dengan senang hati menerima tawaran dari Akademi St 
Petersburg, 


Sumber: Smithsonian Institution 


Gambar 6.6 
Leonhard Euler (1707-1783) 


Namun demikian, pada tahun 1727 saat Euler menginjakkan kaki di 
Rusia, Catherine I, kaisar wanita Rusia yang berpandangan liberal, meninggal 
dunia—suatu peristiwa yang hampir memupuskan Akademi St. Petersburg. 
Euler terpaksa menunda harapan karier akademiknya. bekerja menjadi 
seorang petugas kapal laut. dan hampir menerima tawaran posisi letnan pada 
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angkatan laut Rusia. Untung 


saat satu perubahan penguasa lainnya 
membawa pemerintahan yang lebih bersahabat, kondisi-kondisi untuk kerja 
ilmiah mulai kembali membaik, dan Euler bergabung dengan Akademi Si. 
Petersburg sebagai seorang profesor fisika (1730). Tiga tahun kemudian saat 
Daniel Bernoulli kembali ke Basel, Euler meneruskan posisi sahabatnya 
sebagai matematikawan utama. Euler mengejutkan para matematikawan 
Rusia dengan menghitung dalam waktu tiga hari beberapa tabel astronomi 
yung konstruksinya diperkirakan akan membutuhkan waktu beberapa bulun. 
Sayangnya, barangkali karena terkuras kesehatannya, Euler kemudian 
mengalami demam yang ternyata memicu kebutaan salah satu matanya, Pada 
musa selanjutnya, Euler bertemu dengan Christian Goldbach, seseorang yang 
kelak berkembang kariernya dari posisi sebagai profesor matematika menjadi 
menteri luar negeri Rusia, Dengan keragaman minatnya, terdapat 
kemungkinan bahwa Goldbach adalah orang pertama yang telah menarik, 
perhatian Euler ke arah garapan Fermat tentang teori bilangan | 

Euler akhirnya merasa tidak lagi sanggup berada dalam represi politik 
yang ketika itu terjadi di Rusia dan oleh karena itu, pada tahun 1741, dia 
menerima tawaran Frederick Agung untuk memimpin divisi matematika pada 
Akademi Berlin, yang saat itu sedang berkembang semakin terkenal. Tetapi, 
meski diterima dengan surat sambutan berlimpah pujian, hubungan di antara 
Frederick dan Euler segera berubah redup. Raja muda tersebut merasa bahwa 
dirinya memang berwajiban mendukung perkembangan matematika, tetapi 
dia tidak cukup sabar dengan ilmu yang baginya tampak sangar tidak praktis 
itu, Di istana, Frederick lebih memilih untuk ditemani filsuf yang pandai 
bicara seperti Voltaire daripada oleh Euler yang pendiam, yang dengan kejam 
disebutnya seorang “Cyclop matematika.” Periode 25 tahun yang dilalui 
Euler di Berlin tidak sepenuhnya membahagiakannya. 

Sejak awal kepindahannya ke Berlin, Euler tetap berhubungan rutin 
dengan Akademi St. Petersburg, sehingga dia sebenarnya bekerja pada dua 
akademi sekaligus. Reputasi Euler dalam pandangan bangsa Rusia 
sedemikian tinggi hingga mereka tetap membayar gaji Euler pada periode 


waktu lama setelah kepindahannya. Dan, pada Perang Tujuh Tahun, karena 
pasukan Rusia menjarah harta milik Euler, jenderal yang memimpin pasukan 
itu kemudian mengganti kerugian Euler secara pantas. dan bahkan penguasa 
Rusia mengirimkan dana tambahan sebesar 4000 crown. Tersentuh oleh 
kehangatan sikap Rusia kepadanya dan karena akhirnya udak tahan lagi 
dengan sikap Frederick, Euler kembali ke St. Petersburg pada tahun 1766 
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alas permintaan Catherine II, Catherine Agung. Catherine kedua ini adalah 
pendukung kaum intelektual Zaman Pencerahan dan dukungan dana 
darinyalah yang telah menjaga keberlangsungan Encyclopédie pada hari-hari 
terkelam yang dialami Diderot 

Tidak lama setelah Euler pindah ke St. Petersburg, satu matanya yang 
masih baik menjadi buta karena katarak. Tetapi Buler tidak membiarkan 
kebutaan total mengurangi laju kerja ilmiahnya. Daya ingatnya sangat 
fenomenal dan kecepatan berhitungnya luar biasa hingga dia terus 
memproduksi karya matematis hampir seaktif sebelumnya. Kemampuan 
Euler dengan bilangan sangat hebat hingga dia dapat menghitung secara 
mental apa yang para matematikawan kompeten sukar lakukan di atas kertas. 
Salah satu karya awalnya yang Euler diktekan setelah buta total adalah 


Vollsitindige Anleitung zur Algebra (Pengajaran Lengkap Aljabar, 1770) 
sBuku ini selanjutnya dicetak dalam edisi-edisi beragam bahasa: Inggris, 
Belanda, Perancis, Italia, dan Rusia, dan memberikan kepada aljabar suatu 
bentuk yang bertahan hingga kini. Euler terus berkarya hingga pada tahun 
1783, saat bermain dengan cucu-cucunya sambil meneguk teh, dia tiba-tiba 


mengalami pendarahan otak. 

Tidak diragukan lagi, Euler adalah penulis yang berkeahlian banyak dan 
paling subur berkarya di sepanjang sejarah matematika. Lima puluh halaman 
akhirnya diperlukan dalam dokumen sanjungan baginya untuk hanya 
mencantumkan judul-judul dari karyanya yang dipublikasikan. Dia menulis 
dan mendiktekan lebih dari 700 buku dan artikel ilmiah semasa hidupnya, 
dan meninggalkan sedemikian banyak materi yang belum dipublikasikan 
hingga Akademi St. Petersburg tidak selesai mencetaknya sampai 47 tahun 
setelah Euler wafat. Publikasi kumpulan karya Euler dimulai oleh Swiss 
Society of Natural Sciences pada tahun 1911, dan diperkirakan lebih dari 75 
volume besar diperlukan untuk selesainya projek tersebut. Kualitas dari 
karya-karya tulis Euler tampak dari fakta bahwa dia memenangkan 
penghargaan dua-tahunan dari Académie des Sciences sebanyak dua belas 
kali, 

Selain buku Algebra, satu karya Euler lainnya yang terkenal dan penting 
adalah /ntroductio in Analysin Infinitorwn (1748), sebuah buku dua volume 
yang meliputi beraneka ragam lapangan topik bahasan. Volume pertama 
dicurahkan untuk fungsi-fungsi secara umum, dan khususnya fungsi-fungsi 


logaritma, eksponen, dan trigonometri, selain itu, volume ini juga membahas 
deret perpangkatan, pecahan berlanjut, dan beragam persoalan dalam teori 
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bilangan. Volume keduanya mencakup geometri analitik bidang dan ruang, 
termasuk sebuah bahasan tentang kurva aljabar dan kurva transendental 
Buku Introdueno berkontribusi layaknya Elements Euclid bagi geometri dan 
Hisab al-jabr wal mugabalah karya al-Khowarizmi bagi aljabar. Karya 
tersebut merupakan sebuah teks klasik dari mana generasi demi generasi 
selanjutnya terinspirasi untuk mengkaji analisis, terutama pengetahuan 
tentang deret-deret tak-hingga. Pada satu segi. Introductio menciptakan suatu 


keteraturan dalam dunia notasi matematis yang masih tidak tentu, karena 
setelah publikasinya, konvensi-konvensi dari Euler digunakan secara umum 
Selanjutnya, Introductio diikuti dengan Instituriones Calculi 
Differentialis (1755), dan tiga volume Institutiones Calculi Integralis (1768- 
1770). Ini mewujudkan penjabaran yang paling lengkap dan sistematik untuk 
kalkulus, termasuk sebuah teori persamaan-persamaan turunan, yang muncul 
sampai dengan waktu itu, Karya-karya yang menyusun trilogi Euler untuk 
analisis ini menarik untuk dibaca dan disajikan secara tajam, memuat hasil 
hasil baru yang sangat berharga. Karya-karya ini tetap menjadi bukuteks 
baku hingga akhir abad ke 18. Generasi demi generasi matematikawan muda 
mengikuti nasihat Laplace (1749-1827): “Read Euler, be is our master in 
all.” 
Euler juga berkontribusi pada pengembangan lapangan matematis 
lainnya, teori graf. Pada tahun 1736, Euler mempublikasikan makalaly 


pertama mengenai teori graf. Karyanya ini meluruskan sebuah permasalahan 
yang terkenal pada masanya ya disebut Permasalahan Jembatan 
Königsberg. Teka-teki ini mengenai jembatan-jembatan yang membentangi 
sungai Pregal di sebuah kota pendidikan tinggi. Konigsberg (kemudian 
namanya diganti menjadi Kalingrad), di Jerman, seperti tampak pada gambar 
di bay 


Gambar 6.7 
Ilustrasi Permasalahan Jembatan-jembatan Königsberg 
dan Graf Yang Mewakilinya 
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Para warga Königsberg ingin mengetahui apakah seseorang, mulai dari 
rumah, dapat melewati masing-masing dari tujuh jembatan itu tepat satu kali 
sebelum kembali ke rumah. Euler memberikan bukti yang elegan bahwa rute 
seperti itu tidak mungkin, suatu fakta yang banyak penduduk telah 
simpulkan. Konfigurasi geometrik oleh Euler untuk permasalahan ini 
merupakan contoh graf, seperti tampak pada gambar. Sehubungan dengan 
graf di atas, masalahnya adalah mengungkap apakah terdapat suatu jalur 
(serangkaian kontinyu busur-busur) yang dimulai dan berakhir pada titik 
puncak yang sama saat menelusuri masing-masing busur tepat satu kali. 
Untuk menghormati Euler, saat ini suatu rute di mana masing-masing busur 
dilalui hanya tepat satu kali disebut sirkuit Euler, 


D. CARL FRIEDRICH GAUSS, PANGERAN PARA 
MATEMATIKAWAN 


Di lapangan teori bilangan, Fermat pada dasarnya berkiprah sendirian 
selama abad ketujuh belas, seperti halnya Euler pada hampir sepanjang abad 
berikutnya, sampai akhirnya badir Joseph Louis Lagrange (1736-1813). 
Berdarah Italia, penduduk Jerman karena adopsi, dan berkebangsaan Perancis 
Sebagai pilihannya sendiri, sejajar dengan Euler, Lagrange adalah 
matematikawan paling terkemuka pada abad ke-18, dengan karya 
Inonumentalnya—empat volume Mécanique analytique (1788). Dengan 
meyakini mekanika sebagai cabang matematika murni, Lagrange sedemikian 
menjauhkan gagasan geometrik dari karyanya itu hingga mengatakan bahwa 
tidak satu diagram pun akan muncul di dalamnya. 


Namun demikian, tanpa mengecilkan reputasi Lagrange dalam sejarah 
matematika, juga matematikawan lainnya seperti Gustay-Peter Lejeune 
Dirichlet (1805-1859) dan Carl Gustav Jacobi (1804-1851), selanjutnya mari 
kita segera pusatkan kajian kita pada seorang matematikawan jenius Carl 
Friedrich Gauss, sang Pangeran Para Matematikawan. 


1. Kehidupan Gauss (1777-1855) 

Pada akhir periode 1700-an, Jerman merupakan pusat kegiatan 
matematika. Gauss, matematikawan terbesar pada zaman modern, sangatlah 
Jerman hingga dia tidak pernah sekali pun meninggalkan tanah airnya, meski 
sekedar untuk melakukan kunjungan, Tidak seperti Fermat dan Euler, yang 
datang dari keluarga kelas menengah, Gauss terlahirkan pada keluarga yang 
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miskin dan tidak berpendidikan. Ayahnya menafkahi keluarganya yang 
miskin di Brunswick, Jerman, dengan bekerja keras sebagai juru potong batu, 
juru taman, pekerja kanal. dan akhimya menjadi mandor buruh batu. 
Seandainya pandangan sang ayah terwujud, Gauss tentu akan telah menekuni 
usaha keluarganya. Beruntunglah, sang ayah akhirnya terbujuk untuk 
mengizinkan anaknya untuk memperoleh pendidikan yang layak 


Sumber: Smithsonian Institution 
Gambar 6.8 
Cari Friedrich Gauss (1777-1855) 

Gauss adalah salah satu anak jenius yang bakat alamiahnya datang 
matematika segera tampak dengan jelas. Dia biasa berkata, dengan tertawa 
bahwa tanpa bantuan dan tanpa sepengetahuan orang lain dia telah belajar 
untuk berhitung sebelum dia dapat berbicara. Saat masih berumur tiga tahun! 
berdasarkan cerita yang terpercaya, dia mengoreksi kekeliruan ayahnya saat 
menghitung gaji pekerja. Kemampuan aritmetik Gauss sangat mengungguli 
guru-gurunya hingga pada usia sembilan tahun, mereka mengaku bahwa 
tidak ada lagi yang dapat mereka ajarkan kepadanya. Dikisahkan dalam kelas 
aritmetika pertamanya, Gauss mengejutkan guru dengan menyelesaikan 
segera apa yang dimaksudkan sebagai soal yang menyibukkan dan perlu 
waktu lama, “Hitunglah hasiljumlah semua bilangan dari | hingga 100,” 
Gauss kecil kemudian mengatakan bahwa dia mengenali pola 

141005101, 24995 101, 34985 101, 
504515101. 

Karena terdapat 50 pasang bilangan. hasiljumlah masing-masingnya 101, 

maka hasiljumlah seluruh bilangan itu tentu adalah 50 x 101 = S050, Teknik 


ini memberikan satu cara Jain untak menurunkan formula 
(241) 


142434... dns 


t 


untuk hasi jumlah » bilangan bulat positif pertama. 
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Kecerdasan Gauss menarik perhatian orang-orang berpengaruh, terutama 
Duke Ferdinand dari Brunswick. yang menjadi pendukung Gauss dalam 
periode waktu yang sangat lama. Kedermawanan Duke Ferdinand 
memungkinkan anak jenius ini masuk ke Caroline College, dan selanjutnya 
ke Universitas Göttingen, di mana dia hanya membutuhkan waktu tiga tahun 
(1795-1798), Pada saat berkuliah di Caroline College, Gauss merumuskan 
metode kuadrat-kuadrat terkecil, dengan mana nilai yang paling mungkin dari 
suatu kuantitas variabel dapat diestimasi dari banyak observasi acak. Dia 
berbagi kehormatan atas temuan ini dengan Legendre, yang pertama kali 
mempublikasikannya 
methodes por la determination des orbites des cometes, Saat Gauss masuk 


ara mandiri tahun 1816 dalam karyanya Nouvelles 


Universitas Gottingen, dia masih ragu apakah akan menjadi matematikawan 
jar karier dalam bidang bahasa-bahasa klasik. Tanggal 30 Maret 
61796 menandai titik balik dalam piliban studinya. Pada hari itu, saat Gauss 
belum genap berumur 20 tahun, dia membuat temuan dramatis yang 
membulatkan hatinya untuk memilih matematika, 

Permasalahan konstruksi segibanyak-segibanyak beraturan dengan hanya 


atau meng 


menggunakan “alat-alat Euclid,” yaitu, penggaris dan jangka, telah lama 
terpinggirkan dengan anggapan bahwa para matematikawan zaman kuno 
lelah memeras semua konstruksi yang mungkin. Apa yang Gauss buktikan 
‘pada tahun 1796 adalah bahwa segibanyak beraturan bersisi 17 sedemikian 
dapat dikonstruksi—kemajuan pertama sejak zaman Euclid 

Di Göttingen, Gauss belajar matematika di bawah bimbingan Abraham 
Kastner. tetapi Karena Kastner tampak tidak cukup memahami kajiannya, 
Gauss cenderung bekerja secara lepas dari dosen-dosennya. Terdapat kisah 
bahwa Gauss mencoba untuk menarik perhatian Kastner pada konstruksi 
segi-tujuh-belas beraturan dengan mengatakan bahwa dia telah 
menyelesaikan persamaan aljabar derajat ketujuh belas untuk melakukan 
konstruksi tersebut. Sang profesor, bermaksud menolak Gauss, menjawab 
bahwa solusi itu adalah mustahil. Tetapi, tentu saja, klaim Kastner tersebut 
ternyata salah. 

Pada tahun 1798, Gauss kembali ke Brunswick. di mana dia menjalani 
pekerjaan yang tidak stabil sebagai seorang guru privat. Saat tidak berhasil 
memperoleh cukup murid. Duke Ferdinand memberi Gauss tunjangan tetap 
sehingga dia dapat mencurahkan dirinya secara penuh bagi kerja ilmiah tanpa 
terganggu masalah keuangan. Pada periode tersebut, Gauss seringkali datang 
ke perpustakaan matematika Universitas Helmstidt dan di sana berkenalan 


3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:02 & -4 N 


< Library = Hal 6. 52 


6.52 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA 6 


bukan hanya gaya gravitasi utama matahari, tetapi jug 
kecil dari planet-planet, Dengan menggunakan metode-metode } 
unggul, Gauss melakukan kembali dalam waktu satu jam apa yang Euler 
kerjakan selama tiga hari. 

Metode penentuan orbit, termasuk penggunaan kuadrat-kuadrat terkecil 


dalam meminimalkan error-error observasi yang tidak dapat dihindarkan, 
diterbitkan tahun 1809 sebagai mahakarya keduanya. Theoria Motus 
Corporum Coelestium in Sectionibus Conicus Solem Ambietium (Teori 
Gerakan Benda-benda Langit di sekitar Matahari dalam Irisan-irisan 


Kerucut). Keberhasilan dari metode-metode Gauss adalah perhitungan (pada 
tahun 1846 dan dengan demikian saat Gauss masih hidup) orbit Neptunus, 
planet yang terjauh. Neptunus ditemukan sebagai hasil teramatinya 
gangguan-gangguan dalam gerakan Uranus, dan ia adalah planet pertama 
ayang ditemukan berdasarkan perhitungan teoretis 

Bersamaan dengan penelitian teoretis murninya dalam matematika, 
Gauss menggarap sejumlah lapangan sains yang berkaitan, terutama fisika. 
mekanika, dan astronomi teoretis. Pada tahun 1831, Wilhelm Weberi 1804- 
1891) diundang ke Göttingen atas anjuran Gauss untuk memegang jabatan di 
'bidang fisika. Di sana dia menjadi kolaborator Gauss dalam menyelidiki 
Intensitas gaya magnetik bumi, Gauss dan Weber adalah orang pertama yang 
berkomunikasi dengan telegraf elektromagnetik saat, tahun 1833, mereka 
menghubungkan observatorium astronomi dan laboratorium fisika dengan 
kawat ganda sepanjang satu mil, Metode-metode lebih efisien hadir tahun 
1837 dengan kerja Samuel Morse. 
Pada pertengahan 1800-an. matematika telah berkembang menjadi suatu 
struktur yang sangat luas dan sukar untuk dikelola, dibagi-bagi ke dalam 
banyak lapangan di mana hanya sang spesialis yang tahu bagaimana 
menanganinya. Gauss adalah matematikawan lengkap terakhir, dan tidak 
berlebihan bila dikatakan bahwa dia sampai pada taraf tertentu terkaitkan 
dengan hampir setiap aspeknya, Para matematikawan sezamannya menyebut 
Gauss sebagai Princeps Mathematicorum (Pangeran Para Matematikawan), 
sejajar dengan Archimedes dan Isaac Newton. Meskipun Gauss menghiasi 
setiap cabang matematika, tetapi dia selalu menjunjung tinggi teori bilangan. 
Dia terkenal dengan penegasannya, “Matematika adalah Ratu dari sains, dan 
teori bilangan adalah Ratu dari Matematika.” Publikasi Disguitiones 
Arithmeticae (Penyelidikan-penvelidikan Aritmetik), yang terjadi pada tahun 
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1801 saat Gauss berusia 24 tahun, memberikan fondasi-fondasi bagi teori 
bilangan modern. 


yE 


= LATIHAN 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Jelaskan tujuan dari perkumpulan, akademi, atau ‘society’ ilmiah yang 
awalnya merupakan produk peradaban Italia abad ke-16 dan berkembang 
semarak di Eropa pada abad ke-17! Sebutkan dua di antaranya 
masih bertahan hingga kini 


ig 


Sebutkan beberapa lapangan matematika yang menjadi kajian Fermat! 

) Sebutkan karya-karya Euler yang dipandang sebagai trilogi yang 
mewujudkan penjabaran yang paling lengkap dan sistematik untuk 
kalkulus pada zamannya! 

4) Sebutkan beberapa bidang sains yang dikaji oleh Gauss selain penelitian 

teoretis murninya dalam matematika! 


wt 


Perunjuk Jawaban Latihan 


1) Organisasi-organisasi tersebut bertujuan terutama sebagai wadah untuk 
pertukaran informasi ilmiah bagi anggota-anggota mereka sendiri dan 
juga untuk menjadikan temuan-temuan kolektif mereka secara umum 
tersedia bagi kelompok-kelompok lain yang berminat. Dua contohnya 
yang masih bertahan hingga dewasa ini adalah Académie Royale des 
Sciences di kota Paris, dan Royal Society of London 

2) Fermat berkontribusi antara lain dalam: teori bilangan, geometri analitik, 
fondasi-fondasi teknis kalkulus diferensial dan integral; pedoman 
konseptual teori probabilitas. 

3) Trilogi Euler mengenai kalkulus: Introductio in Analysin Infinitorum 
(1748). Institutiones Calculi Differentialis (1755), dan Institutiones 
Calculi Integralis (1768-1770). 

4) Selain kajian teoretis murninya dalam matematika, Gauss juga 
menggarap sejumlah lapangan sains antara lain astronomi teoretis, fisika. 

dan mekanika. 
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Kemajuan ilmu pengetahuan pada akhirnya sangat dipengaruhi oleh 
jangkauan dan kecepatan komunikasi temuan-temuan. Pengujian dari 
waktu ke waktu terhadap suatu gagasan menjadikan sains kuat dan 
terpercaya. Ini menjadi dasar munculnya perkumpulan, ‘akademi’, 
‘society’, dan jurnalisme ilmiah 

Fermat berkontribusi dalam penemuan geometri analitik, 
membangun fondasi-fondasi teknis dari kalkulus diferensial dan integral, 
dan bersama Pascal menetapkan pedoman-pedoman konseptual untuk 
teori probabilitas. Bidang yang paling digemari Fermat adalah teori 
bilangan, dan kontribusinya di sana melebihi seluruh ilmuwan lain. 
Dapat dikatakan bahwa kebangkitan kembali minat terhadap sisi abstrak 
teori bilangan dimulai oleh Fermat. Dengan penolakannya terhadap 
solusi-solusi rasional bagi permasalahan diophantus. dan lebih berteguh 
pada solusi-solusi bilangan bulat, Fermat memutuskan tali dari tradisi 
klasik Arithmetica karya Diophantus. 

Euler adalah penulis yang berkeahlian banyak dan paling subur 
berkarya di sepanjang sejarah matematika. Publikasi kumpulan karya 
Euler dimulai oleh Swiss Society of Natural Sciences pada tahun 1911, 
dan diperkirakan lebih dari 75 volume besar diperlukan untuk selesainya 
projek tersebut. Karya-karya Euler yang terkenal antara lain adalah 
Vollständige Anleitung zur Algebra (1770), dan tiloginya: Introductio in 
Analysin Infinitorum (1748), Institutiones Calculi Differentialis (1755), 
dan tiga volume Insrirutiones Caleuli Integralis (1768-1770), Selain itu, 
Euler pun menjadi perintis teori graf. 

Gauss adalah matematikawan lengkap yang terkaitkan dengan 
hampir setiap aspek dari matematika. Para matematikawan sezamannya 
menggelarinya Princeps Mathematicorum, sejajar dengan Archimedes 
dan Isaac Newton. Gauss terkenal dengan pernyataannya, ematika 
adalah Ratu dari sains, dan teori bilangan adalah Ratu dari Matematika.” 
Publikasi Disguitiones Arithmeticae (1801) karya Gauss, saat dia masih 
berumur 24 tahun, memberikan fondasi-fondasi bagi teori bilangan 
modern 
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A TES FORMATIF 3 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Sebutkan tiga perkumpulan ilmiah yang sangat mempengaruhi 
perkembangan sains pada periode 1600-an, dua di antaranya masih 
bertahan hingga kini! 

2) Jelaskan tentang karya monumental Encyclopédie dari bangsa Perancis! 

) Sebutkan beberapa bidang matematis yang merupakan kajian Fermat, 

kemudian jelaskan dengan media apa dia biasanya menyebarkan 


berbagai gagasan dan temuannya! 

4) Jelaskan hal-hal yang Anda ketahui tentang kesuburan dan kualitas 
matematikawan Euler dalam berkarya tulis! 

5) Berdasarkan materi yang telah Anda pelajari. kemukakan mengapa 


Gauss disebut Princeps Mathematicorum oleh para matematikuwan 
sezamannya. Selanjutnya, kutip pernyataan terkenal Gauss terkait 
matematika dan aritmetika! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 3 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benary 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 3. | 


Jumlah Jawaban yang Benar 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80 - 89% = baik 
70 - 79% = cukup 
< 70% =kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan modul selanjutnya, Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 3, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 
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Kunci Jawaban Tes Formatif 


Tes Formatif | 


1) 


4) 


5) 


6) 


Galileo seringkali dikaitkan dengan kelahiran sains modem, revolusi 
sistem kosmologi Copernicus, peruntuhan Aristoteles dari perannya 
sebagai otoritas utama di sekolah-sekolah, dan perjuangan melawan 
pembatasan pihak luar bagi penyelidikan sains. 

Fermat dan Descartes, secara bersamaan tetapi sendiri-sendiri 


menyandingkan aljabar dengan geometri, menghasilkan geometri 
analitik. Pada waktu sekitar Fermat dan Descartes membangun fondasi- 
fondasi bagi geometri koordinat, dua matematikawan lainnya. Pascal dan 
Desargues, sedang mengupayakan hal serupa dalam bidang geometri 
projektif sintetik. 

Saat Le Monde selesai ditulis, Descartes (1596-1650) mendengar bahwa 
Dialogue karya Galileo, diterbitkan setahun sebelumnya, telah dikutuk 
oleh pihak ng juga menegaskan hipotesis 
heliosentris, membuatnya bersalah seperti Galileo, Akhirnya 
Descartes meninggalkan projeknya, terutama karena ketaatannya sebagai 
penganut Katholik-Roma 

Kalkulus diferensial berperan membentuk kembali konsepsi-konsepsi 
yang tidak kokoh tentang gerakan planet-planet dan bahkan memberikan 
suatu landasan rasional untuk sains fisika secara keseluruhan. 


Inti dari kontroversi penemuan kalkulus adalah bahwa metode-metode 
kalkulus dari Newton di Inggris dan Gottfried Leibniz (1646-1716) di 
Eropa Kontinental sedemikian mirip hingga muncul pertanyaan siapa 
yang lebih dahulu menemukannya 

Pengaruhnya, hanya metode-metode geometris murni yang lebih dipilih 
oleh Newton, dibanding metode-metode analitik, menjadi satu-satunya 


yang dipelajari dan digunakan di Inggris. Hilangnya kerja sama ternyata 
merugikan para matematikawan Inggris maupun matematikawan 
kontinental, lebih khususnya bagi aliran Inggris: Inggris menghasilkan 
hanya sedikit matematikawan kreatif selama “Zaman Newton” abad 
kedelapan belas. 
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Tes Formarif 2 
1) Lama sebelum Pa 
yang benar dari suatu peluang,” persoalan-persoalan tersendiri tentang 


ca) dan Fermat berpikir untuk mendefinisikan “nilai 


probabilitas sebenarnya telah ditangani oleh beberapa matematikawan. 
Suatu peniluian lebih tepat adalah bahwa Pascul dan Fermat telah 
memberikan mata rantai-mata rantai penting dalam suatu rantai 
penalaran yang membentuk teori probabilitas seperti kita mengenalnya 
saat ini. 

2) Karya dan kontribusi Pascal antara lain: tahun 1640, Essay pour les 
coniques, tentang teorema segienam mistik dan irisan kerucut; 1654, 
gagasan-gagasan teori probabilitas melalui surat-menyuratnya bersama 

angle Arithmétique; 1658, 


Fermat, dan karya tulisnya Traité du Ti 
History of the Cycloid dan empat Letters, tentang sikloida 

3) Ars Conjectandi ditulis oleh James Bernoulli, diterbitkan dalam bahasa 
Latin tahun 1713. Buku ini dibagi ke dalam 4 bagian, kandungannyd 
secara umum adalah: Bagian |, reproduksi De Ratiociniis in Ludo Aleag 
karya Huygens yang disertai pembahasan oleh James: Bagian II, hasil 
hasil baku pada permutasi dan kombinasi: Bagian III, 24 masalah terkait 
beragam permainan peluang yang populer ketika itu, dan. Bagian IV) 
aplikasi-aplikasi kajiannya pada permasalahan kewarganegaraan, moral, 
dan ekonomi (belum selesai ditulis James), di mana dibahas “teorema 
limit pertama dalam teori peluang” | 

4) Dengan Théorie Analytique des Probabilités yang menyajikan solusi 
bagi hampir setiap persoalan klasik teori probabilitas, Laplace 
menelusuri evolusi teori probabilitas dan sekaligus memberi 
sistematisasi dan memperluas hasil dari banyak matematikawan Jain 
yang telah diketahui lebih awal tetapi belum tertata secara baik. 

5) Sebelum tahun 1770-an, aplikasi teori probabilitas terbatas pada 
persoalan permainan judi dan perhitungan resiko. Setelah garapan 
Bernoulli dan De Moivre, teori probabilitas memiliki aplikasi-aplikasi 
lebih luas: estimasi galat observasi, perubahan komposisi populasi, atau 

slah 


studi kecenderungan dalam fenomena politik dan sosial. Se 
kontribusi Laplace, kajian matematis probabilitas diperluas ke bidang- 


bidang penelitian sains yang berada jauh di seberang permainan- 
permainan peluang 
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Matematika Modern 


Prof. Dr. Wahyudin, M.Si. 
== PENDAHULUAN 


Penaga karya Euclid ditulis dengan melandaskan struktur megahnya 
pada pemyataan-pernyataan tertentu, berakar pada pengalaman alum 
nyata, yang dipandangnya sebagai kebenaran-kebenaran yang bersifat jelas 
secara sendirinya, Satu yang mencolok adalah postulat yang bernuansa sangat 
berbeda dari postulat-postulat lain yang ringkas dan mudah untuk dipahami. 
Ini adalah postulat kesejajaran yang terkenal, yang Euclid nyatakan sebagai), 
asilkan sudut 


“Jika suatu garis lurus yang memotong dua garis lurus mengi 
sudut dalam yang terletak pada sisi yang sama kurang dari dua sudut sikug 
siku, maka kedua garis lurus itu, jika diperpanjang tak terbatas bertemu pada 
sisi itu di mana terdapat sudut-sudut yang kurang dari dua sudut siku-siku. 
Pernyataan tersebut bukan saja tidak memiliki kualitas *jelas-se 


ne 
| 
sendirinya", tetapi ia juga bersifat meragukan. Para matematikawan Yunani 


Kuno menyadari bahwa kurva-kurva tertentu mungkin mendekati dan terug 
mendekati tetapi tidak pernah bertemu. seperti halnya hiperbola mendekati 
tetapi tidak bertemu dengan asimtot-asimtotnya. Mereka tidak melihat alasan 
mengapa dua garis lurus dalam postulat kesejajaran tidak mungkin 
menunjukkan perilaku seperti demikian. 

Euclid sendiri pun barangkali tidak begitu yakin dengan postulat 
tersebut, karena dia menunda penggunaannya dalam bukti-bukti hingga dia 
mencapai Proposisi 29 dalam Buku 1. Keinginan untuk membuang hal yang 
rumit atau meragukan dari sehimpunan postulat adalah hal yang sangat wajar 
Dimulai sejak masa Euclid sendiri, upaya telah dilakukan untuk mengubah 


definisi garis-garis sejajar, atau mengganti postulat yang merepotkan itu 
dengan pernyataan lain yang lebih berterima tetapi ekuivalen dengannya, atau 
mendeduksinya sebagai sebuah teorema dari sembilan aksioma lain yang 
tidak dipertanyakan lagi. 

Di dalam modul ini Anda akan diajak untuk menelusuri awal dan 
perkembangan geometri non-Euclid, kemudian mengikuti perkembangan 
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aljabar pada abad ke-19, dan diakhiri dengan sekilas menyimak perjalanan 

teori himpunan berikut tokoh-tokoh yang penting dalam perkembangannya. 
Setelah menyelesaikan modul ini, Anda diharapkan memiliki berbagai 

kemampuan sebagai berikut 

1. menjelaskan garis besar gagasan geometri non-Euclid dan beberapa 
tokohnya: 

2. menjelaskan perbedaan antara geometri Euclid dan geometri-geometri 
non-Euelid: 

3. menjelaskan garis besar perkembangan penting aljabar abad ke-19: 

4. Menjelaskan garis besar perkembangan teori himpunan berikut tokoh- 
tokohnya. 


Rx 
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KEGIATAN BELAJAR 1 


Perkembangan Geometri Non-Euclid 


B anyak pengganti untuk postulat kesejajaran Euclid telah ditawarkan dari 
masa ke masa, Alternatif-alternatif ini merupakan pernyataan- 
pernyataan yang secara intuitif lebih memikat. tetapi saat mereka dikaji 
secara teliti, pernyataan-pernyataan tersebut ternyata merupakan ekuivalen 
logis dari aksioma Euclid. Salah satu penggantinya yang paling sering 
digunakan telah diajukan oleh matematikawan John Playfair (1748-1819), 
berbunyi: “Melalui sebuah titik tertentu, bukan pada sebuah garis tertentu, 
hanya satu garis sejajar dapat dilukis terhadap sebuah garis tertentu itu.” 
Pernyataan tersebut dikenal sebagai “aksioma Playfair,” meskipun ta telaly 
digagas pada abad kelima oleh Proclus, | 

Semua dari berbagai upaya untuk membuktikan postulat kesejajaran! 
telah gagal, meski untuk sekian waktu beberapa matematikawan beranggapan 
bahwa diri mereka telah berhasil melakukannya. Seperti Proclus, mereki 
gagal karena argumen-argumen mereka tercemari oleh penggunaan terbuka 
atau tersembunyi, sadar atau tak-sadar—asumsi yang ekuivalen denga 
postulat kelima. Beberapa gagal karena penalaran mereka keliru Namun 
demikian, beberapa penulis, misalnya Girolamo Saceheri (1667-1733), 
Johann Heinrich Lambert (1728-1777), dan Adrien Marie Legendre (1752- 
1833), telah berkontribusi penting pada apa yang sekarang kita sebut sebagai 
geometri non-Euclid. meski masing-masing dari mereka tidak menyadari 
makna yang sebenarnya ketika itu. 


A. PERINTIS GEOMETRI NON-EUCLID: GAUSS, BOLYAI, DAN 
LOBACHEVSKY 


Pada awal 1800-an, pertanyaan upakah postulat kesejajaran Euclid dapat 
dibuktikan sebagai konsekuensi logis dari postalat-postulat lainnya tetap 
tidak terpecahkan. Pada suatu titik tertentu, para matematikawan terbulatkan 
untuk menyadari bahwa catatan kegagalan tanpa akhir dalam pencarian bukti 
postulat yang merepotkan itu bukanlah karena ketidak-cakapan mereka, 
tetapi lebih karena sesungguhnya postulat kelima itu lepas atau tidak 
bergantung pada aksioma-aksioma lainnya. Dengan begitu, kita akan 


% 


= 3 Q 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:03 Y AA - 


< Library = Hal 7.4 


7.4 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA © 


gkin, dengan menyubstitusikan sebuah aksioma lain tentang garis-garis 


ir, membangun sebuah geometri yang berbeda tetapi sama validnya 


dengan geometri Euclid. 

Saat gagasan ini akhirnya muncul, ia datang bukan kepada satu tetapi 
tiga orang matematikawan sekaligus, secara kurang lebih bersamaan di 
bagian-bagian Eropa yang terpisah jauh. Peristiwa-peristiwa penemuan yang 
bersamaan atau hampir bersamaan semacam ini telah terjadi sebelumnya 


dalam sejarah matematika —seperti halnya pada abad ke-17 dengan 
penemuan kalkulus oleh Newton di Inggris dan Leibniz di Jerman. Dan ini 
mungkin untuk terjadi lagi. Demikianlah, pada sepertiga pertama abad 
kesembilan belas Gauss di Jerman, Bolyai di Hungaria, dan Lobachevsky di 


Rusia cukup jeli untuk menolak sebuah postulat yang selama 2000 tahun 
telah menjadi landasan utama geometri. Dalam kalimat tegas Einstein, 
mereka “menentang sebuah aksioma.” 


Sumber: A Concise History of Mathematics (1967) oleh Dirk Struik, 
Dover Publication Inc., N.Y. 
Gambar 7.1 
Nicolai Lobachevsky (1793-1856) 


Meskipun masing-masing dari mereka tidak menyadari pikiran dua 
orang lainnya, tiap tokoh tersebut mengkonsepsi gagasan untuk 


menggantikan postulat kesejajaran dengan aksioma yang kontraintuitif bahwa 


“melalui sebuah titik bukan pada sebuah garis terdapat lebih dari salu garis 
sejajar terhadap paris ilu,” sambil mempertahankan semua aksioma lainnya 
Ini merupakan inovasi yang menggemparkan pada masanya, karena ia 
menentang tradisi yang teragungkan waktu bahwa aksioma-aksioma haruslah 
merupakan kebenaran yang jelas secara sendirinya. Dengan menggunakan 
aturan-aturan deduksi yang lazim, tiga tokoh tersebut membangun 
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serangkaian teorema yang mirip dengan teorema-teorema yang Saccheri 
dapatkan dari hipotesis segitiga lancipnya. Meski tidak sesuai dengan 
gambaran intuitif ruang (hasil jumlah sudut sebuah segitiga, misalnya, tidak 
merupakan dua sudut siku-siku), tetapi sistem geometri mereka bebas dari 
kontradiksi internal. Saat Saccheri terlalu terpana oleh kokohnya kemestian 
absolut geometri Euclid untuk menyadari apa yang sebenarnya telah 
dicapainya, Gauss, Bolyai, dan Lobachevsky melihat implikasi revolusioner 
dari temuan mereka—geometri Euclid. ternyata bukan satu-satunya geometri 
yang konsisten secara logis, mungkin saja bukan pula sistem yang benar 
untuk mendeskripsikan alam fisik 

Dari publikasi terperinci tentang banyak sekali korespondensi yang 
Gauss lakukan, diketahui bahwa Gauss adalah orang pertama yang mencapai 
konklusi-konklusi tingkat lanjut mengenai sebi 


ih geometri konsisten yang 
2 berbeda dari geometri Euclid. Karena dia tidak berhasil mempublikasikan 
pikirannya tentang subjek tersebut, maka kehormatan penemuan geometri 
non-Euclid biasanya diberikan kepada John Bolyai dan Nicholas 
Lobachevsky. Tetapi, para ahli telah lama melihat bahwa publikasi-publikasi 
Gauss bukan cerminan yang memadai untuk mewakili kebesaran di 


seutuhnya. karena Gauss mempublikasikan relatif sedikit saja dari 


garapannya—hanya sekitar setengah dari gagasan-gagasan inovatif yang 
dikreditkan kepadanya. Dalam tulisan, Gauss setegas dun seanggun! 
Lagrange. tetapi sukar untuk dipahami bahkan lebih daripada Laplace, Bukan 
hanya membuang setiap jejak penalaran yang telah dia gunakan untuk 
mencapat konklusi-konklusinya, tetapi Gauss pun membuat upaya terpadu 
untuk memberikan bukti-bukti yang, meski logis secara ketat, seringkas 
mungkin, Hasilnya selalu sebuah karya matang, karena sebelum dia memoles 
karya tulisnya berulang-ulang, dia menolak pencetakannya, Standar 
keutamaan kualitas ini menemukan wujud pada stempel tidak resminya, 
sebatang pohon hanya berbuah tujuh. Moto di bawahnya berbunyi Panca Sed 
Matura (“Sedikit, tetapi matang”). 

Gagasan demi gagasan muncul sedemikian cepat dari imajinasi Gauss 
yang subur hingga masing-masingnya memicu perkembangan gagasan 
sebelumnya. Karena banyak waktu diperlukan untuk memoles tulisannya ke 
titik kesempurnaan yang kukuh dipegangnya. Gauss terbiasa meninggalkan 
catatan-catatan mentahnya di laci meja, seringkali bahkan tanpa memberi 
tahu orang lain tentangnya. Keengganan Gauss untuk memberitahukan 
banyak dari gagasan asli temuannya sendiri menimbulkan frustrasi besar bagi 
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para ilmuwan sejamannya, yang seringkali menemukan, setelah bekerja keras 
bertahun-tahun untuk suatu perkembangan baru yang penting. bahwa Gauss 
telah lebih dahulu menemukannya. Salah satu contohnya adalah teori fungsi- 
fungsi elips, tentang mana Gauss menemukan banyak dari hasil-hasil yang 
Abel dan Jacobi publikasikan pada masa selanjutnya. Dikisahkan bahwa 
Jucobi, yang dipandang sebagai matematikawan “kedua-terbaik” di Eropa, 
datang kepada Gauss untuk menyampaikan sebuah kreasi baru, tetapi 
ternyata kemudian Gauss mengambil dari laci mejanya beberapa makalah 
yang memuat temuan yang sama. Dengan tertekan, Jacobi berkata, “Hal yang 
menyedihkan bahwa Anda tidak mempublikasikan hasil ini, karena Anda 
telah mempublikasikan sangat banyak makalah yang lebih buruk.” 

Gauss mulai berpikir tentang garis-garis sejajar sejak tahun 1792. Saat 
itu dia baru berusia IS tahun, tetapi telah mengatakan kepada Schumacher 
sahabatnya bahwa jika sistem Euclid bukanlah satu-satunya geometri yang 
“benar” (artinya, idealisasi yang benar dari sifat-sifat ruang fisik sebenarnya), 
maka dia dapat menciptakan satu geometri lainnya yang secam logis 
konsisten. Sayangnya, Gauss mengurungkan niat untuk mempublikasikan 


$ebarang pernyataan teorinya, besar atau pun kecil, pada sepanjang hidupnya. 
Apa yang kita ketahui tentang serangkaian kajian Gauss tentang subjek 
tersebut dapat dilihat sekilas hanya dari surat-surat kepada rekan-rekannya 
‘Yang tertarik dan beberapa catatan yang ditinggalkannya setelah dia wafat 
Dari korespondensinya, seseorang dapat menelusuri perkembangan 
pemikiran Gauss, mulai dari skeptisisme terhadap bukti-bukti yang diajukan 
untuk postulat kesejajaran hingga keyakinannya pada validitas geometri baru 
yang ditemukannya. 

Pada awalnya, Gauss mengambil langkah keliru bersama orang-orang 
lain dengan berupaya mendeduksi kebenaran postulat kelima dari aksioma- 


aksioma lainnya dan 28 proposisi yang dibuktikan tanpanya. Dia segera 
menyadari kesukaran-kesukaran besar yang terlibatkan dari langkah itu, dan 
dalam sepucuk surat yang ditulis kepada Wolfgang Bolyai pada tahun 1804, 
dia menyebutkan "sekumpulan baru karang” pada mana upaya-up: 


nya 
selalu karam, menambahkan: “Saya masih berharap bahwa batu-batu karang 
ini suatu waktu dan, tepatnya, sebelum saya meninggal akan memiliki celah." 
Sampai dengan tahun 1813, masih belum terdapat titik terang. karena kita 
membaca: “Dalam teori garis-garis sejajar, kita saat ini tidak lebih maju 
daripada Euclid. Ini adalah bagian memalukan dari matematika, yang cepat 
atau lambat haruslah menerima suatu bentuk yang sepenuhnya baru.” 
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Selama bertahun-tahun, Gauss dengan berhati-hati dan berat hati 
menyimpulkan bahwa postulat ke an tidak dapat dibukukan 
berdasarkan kesembilan aksioma yang lainnya. Pernyataan yang paling 


mendekati publik darinya tentang persoalan itu adalah sebuah kajian buku 
(1816) tentang garis-garis sejajar, di mana dia membuat pernyataan “upaya- 
upaya yang sia-sia untuk menyembunyikan celah besar, yang seseorang tidak 
dapat tutupi, dengan sejalinan bukti-bukti samar.” Meskipun petunjuk sekilas 
bahwa aksioma kesejajaran tidak dapat dibuktikan ini “dilempari lumpur” 
oleh para kritikus Gauss, tetapi keraguannya tidak pernah pudar. Sebuah surat 
yung ditulis kepada Heinrich Olbers pada tahun 1817 menandai sebuah titik 
balik dalam pemikiran Gauss: 
Saya teryakinkan dan semakin yakin bahwa kebenaran yang mesti dari 
geometri (Euclid) kita tidak dapat dibuktikan, setidaknya dengan pikiran 
manusia kepada pemahaman manusia. Barangkali dalam kehidupan lain, 
kita akan memperoleh gagasan terang tentang sifat dari ruang yang 
sekarang tidak dapat kita jangkau 1 
Sejak saat itu, Gauss tampak teguh teryakinkan bahwa postulat kese ajaran 
bersifat lepas dari aksioma-aksioma Euclid yang lain, sehingga mungkinlalp 
ditetapkan sebuah aksioma yang tidak sejalan dengannya dan membangun 
secara logis suatu geometri yang sepenuhnya baru tetapi juga sah. Dalan 
menolak postulat kelima. Gauss memilih untuk mengasumsi (seperti Bolyai 
dan Lobachevsky) bahwa melalui suatu titik tertentu dapat dilukis lebih dari 
satu garis sejajar terhadap suatu garis tertentu. Saat membangun konsekuensi - 
konsekuensi dari asumsi ini, Gauss menyampaikan sesuatu dari garapannya 
kepada sedikit sahabat yang terpercaya tetapi menyembunyikan kajiannya 


dari dunia secara luas. 

Seperti Newton, Gauss sangat tidak suka kontroversi dan enggan 
menggarap secara publik area mana pun yang mungkin membuatnya rentan 
terhadap serangan. Dia sangat yakin bahwa temuan-temuannya terkait sistem 
geometri alternatif ini akan mengagetkan orang awam maupun 
matematikawan. Hasil-hasil Gauss memang sedemikian bertentangan dengan 
pandangan yang diterima umum saat itu—digagas oleh Kant, bahwa 
kesadaran dalam diri kita memungkinkan kita untuk membayangkan bangun 
geometri dengan sifat-sifat Euclid semata—hingga Gauss merasa bahwa 
publikasi termuan-temuannya akan menjadikan dirinya rentan terhadap 
gunjingan. Oleh karena itu. Gauss meminta sahabat-sahabatnya untuk 
merahasiakan informasi yang dia sampaikan kepada mereka. Petunjuk 
sepenuhnya tentang perasaan Gauss terkandung dalam sebuah surat yang 
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ditulisnya tahun 1824 kepada Franz Taurinus. Setelah menunjukkan 
kekeliruan dalam buku postulat kesejajaran yang diajukan oleh Taurinus, 
Gauss kemudian mengatakan: 

Asumsi bahwa hasiljumlah tiga sudut dari sebuah segitiga adalah kurang 
dari 180° mengarah ke suatu geometri yang menarik, sangat berbeda dari 
geometri [Euclid] kita, tetapi sepenuhnya konsisten, yang telah saya 
kembangkan dengan memuaskan.... Teorema-teorema dalam geometri ini 
tampak paradoksikal dan. bagi kalangan awam. absurd: tetapi renungan yang 
tenang dan tegas mengungkap bahwa teorema-teorema itu tidak mengandung 
sesuatu pun yang tidak mungkin.... Namun demikian, anggaplah ini sebuah 
komunikasi pribadi, Barangkali saya sendiri akan. jika saya kelak memiliki 
lebih banyak waktu senggang daripada keadaan sekarang ini, 
mempublikasikan penyelidikan-penyelidikan saya. 
Gauss melanjutkan pengembangan hasil-hasil fundamentalnya terkait sutu 
geometri baru dan kembali mempertimbangkan untuk menyusunnya menjadi 
Mulisan, barangkali untuk dipublikasikan setelah dia meninggal dunia, Dia 
menyampaikan hal ini dalam sebuah surat balasan (1829) kepada astronom 
Friedrich Bessel: 

Barangkali diperlukan waktu sangat lama sebelum saya 

mempublikasikan penyelidikan-penyelidikan saya terkait perkara 

tersebut, karena saya mengkhawatirkan jeritan kaum Boeotians [para 
pengikut pandangan Kant} andai saya mengungkapkan pandangan- 
pandangan saya sepenuhnya, 


Barangkali tampak aneh bagi para pengamat modern bahwa Gauss, yang 
diakui bahkan pada masa hidupnya sendiri sebagai salah satu matematikawan 
terhebat, telah lebih memilih untuk menunda publikasi geometri non- 
Euclidnya demi menjaga reputasinya yang mungkin jatuh karena temuannya 
yang kontroversial tersebut. Bagaimanapun, pada tahun 1800-an, otoritas 
yang sangat berpengaruh dari filsuf Jerman Immanuel Kant (1724-1804) 
masih mendominasi dunia intelektual. Reputasi Kant sebagai ahli pikir untuk 
persoalan yang sangat abstrak telah cenderung menutupi reputasinya sebagai 
ilmuwan, tetapi hingga tahun 1770 dia terutama tertarik pada kajian sains- 
sains alam dibanding filsafat. Fisika aliran Newton dan percabangan 
astronominya sangat menarik minatnya. Kant tidak memiliki latar belakang 
matematis maupun alat observasi dan eksperimen yang mesti untuk menjadi 
seorang ahli sains yang tajam. Namun demikian. dia berkontribusi bagi 
pengetahuan ilmiah dalam hal mengantisipasi hipotesis nebula tentang asal- 
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usul tata surya sekitar 40 tahun sebelum publikasi Sysréme du monde karya 
Laplace, 
Pada periode dua belas tahun sejak 1769 hingga 1781. Kant 
mencurahkan waktunya untuk spekulasi paling terkenal dari perkara-perkara 
filosofisnya. Permasalahan Kant adalah mencari jalan tengah keyakinannya 
tentang keselarasan alam semesta yang sudah ditetapkan sejak awal dan 
keacakan data yang terkumpulkan dengan observasi eksperimental. Dalam 
hal ini, dia berhasil dengan piawai dalam Critique of Pure Reason (1781). 
karya tulisnya tentang teori pengetahuan, suatu bidang yang diciptakannya. 
Kant berupaya untuk menjembatani jurang di antara para empirisis Inggris, 
yang meyakini bahwa semua pengetahuan timbul dari pengalaman, dan para 
rasionalis Kontinental yang sama-sama dogmatik, yang meyakini bahwa 
semua pengetahuan muncul dari pikiran secara mandiri 
n Kant setuju bahwa pengetahuan dimulai dengan pengalaman eksternal, 

sepanjang bahwa penginderaan mesti mendahului dan memicu operasi 
at bertindak pada kesan} 
karena ia telah diperlengkapi dengan “intuisi-intuisi® 
ruang dan waktu yang lepas dari pengalaman dan memberinya kerangka, 
Sebagaimana Kant sajikan dalam Critique of Pure Reason, “konsep ruang 
[Euclid] sama sekali tidak memiliki asal-usul empirik, tetapi ia adalaly 
kebutuhan yang mesti dari pikiran,” dan oleh karena itu relasi-relasi spatial 


operasi pikiran: tetapi, menurutnya, akal pikiran da 
kesan inderawi han 


yang dapat diterima oleh akal hanyalah relasi-relasi dalam sistem Euclidy 
Tidak mungkin terdapat sistem geometri yang lainnya, karena tidak ada 
geometri lainnya yang dapat kita pikirkan. Penentangan terhadap gagasan 
bahwa postulat kesejajaran bersifat inheren dalam stuktur akal pikiran itu 
sendiri sebagai suatu intuisi yang tertanamkan secara Ilahiah berarti 
menentang teori pengetahuan Kant, yang Kant sendiri sebut sebagai "revolusi 
Copernican dalam filsafat.” 

Bagi dirinya sendiri, Gauss meragukan anggapan bahwa pikiran 
mewajibkan kita untuk memandang dunia hanya dalam satu cara. Dia 
menarik diri dari kontroversi publik dan kritisisme yang mungkin terpicu 
darinya, namun tetap berpandangan bahwa penentuan geometri ruang adalah 
sebuah pernyataan empirik, untuk dibuktikan seperti sebarang hukum fisika 
yang lain dengan pengukuran sebenarnya. Teorema mengenai hasiljumlah 
sudut-sudut dari suatu segitiga tampak merupakan alat eksperimental untuk 
memutuskan geometri yang mana, temuannya atau geometri Euclid, yang 
paling baik mendeskripsikan ruang pengalaman fisik kita. Dalam geometri 
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pernah saya tuliskan sebelumnya, sehingga sampai saat ini saya harus 
mengkajinya lagi tiga atau empat kali, Tetapi saya berharap hendaknya ini 
tidak terkubur bersamaku 

Ditemukan di antara karya-karya tulis Gauss setelah dia wafat, terdapat 
sebuah sinopsis singkat mengenai teori baru untuk garis-garis sejajar. Karena 
Gauss tidak cukup bulat hati untuk mempublikasikan temuannya, dia tidak 
menghasilkan revolusi dalam matematika yang Bolyai dan Lobacheysky 
hadirkan. Keengganan moral Gauss untuk menghadapi “jeritan kaum 
Boeotians,” para pengikut pandangan Kant, membuatnya kehilangan 
sebagian gelar terhormat yang mungkin sepenuhnya menjadi miliknya, 
Nicolai Ivanovitch Lobachevsky (1793-1856), seorang intelektual hasil 
sistem universitas yang baru di Rusia, menjadi matematikawan pertama yang 
membeberkan geometri non-Euclidnya secara terbuka, baik secara lisan pada 
tahun 1826 dan dalam penerbitan tahun 1829. 


B. MODEL-MODEL GEOMETRI BARU: RIEMANN, BELTRAMI, 
DAN KLEIN 


Selama tiga puluh lima tahun setelah kemunculan garapan perintis dari 
mya 

1 
an 


Bolyai dan Lobachevsky, kajian geometri non-Euclid pada dasa 
terabaikan. Ketidak-terkenalan relatif dua perintisnya telah ikut menyebabi 
penundaan ini selain penyebaran lambat pengetahuan ilmiah dari satu 
belahan Eropa ke belahan lainnya. Segelintir matematikawan saja memahami 
bahasa Rusia, bahasa yang biasa digunakan Lobachevsky untuk publikasinya. 
Lebih lanjut, pengaruh pandangan Kant tentang kemestian sistem Euclid pada 
ruang masih kuat mendominasi. Kant yakin bahwa pengalaman tiduk dapat 
mengkontradiksi aksioma-aksioma Euclid, karena intuisi-intuisi terkait ruang 


Euclid merupakan bagian dari cara manusia mempersepsi realitas. Barulah 
pada periode 1870-an signifikansi revolusioner dari berbagai gagasan 


geometrik baru benar-benar dipahami, mengikuti kemunculan terlambat 
(1868) edisi cetak dari pidato perkuliahan sebagai uji kelayakan profesi 
mengajar yang Riemann sampaikan pada tahun 1854. 

Bernhard Riemann (1826-1866) masuk ke Universitas Göttingen pada 
usia 19 tahun untuk mengkaji teologi dan filsafat, pilihan yang diambilnya 
untuk menyenangkan ayahnya. Dia juga mengikuti perkuliahan matematika 
dan akhirnya menerima ijin sang ayah untuk mencurahkan diri sepenuhnya 
pada matematika. Setelah setahun berkuliah di Göttingen yang dianggapnya 
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menerapkan pendidikan sistem lama, Riemann memutuskan pindah ke Berlin 
untuk mengkaji matematika di bawah bimbingan para matematikawan besar 
seperti Jacobi, Dirichlet. dan Eisenstein. Pada tahun 1849 dia kembali ke 
Göttingen untuk menempuh studi gelar doktor. Tesis doktoral Riemann pada 
tahun 1851. disusun di bawah bimbingan Gauss, berkenaan dengan 
permukaan-permukaan pada suatu domain kompleks; ini sekarang disebut 
permukaan-permukaan Riemann. Garapan ini segera mengukuhkan 
repulasinya sebagai matematikawan jajaran atas. Barangkali karena tesisnya 
melibatkan banyak gagasan orisinil yang tidak pernah tersebar keluar dari 
laci meja kerja Gauss, karya tulis ini ternyata membuat Gauss sangat 
bersemangat, 


Sumber: The Bettmann Archive 


Gambar 7.2 
Bernhard Riemann (1826-1866) 


Setelah Gauss meninggal dunia pada tahun 1855, jabatannya sebagai 
profesor matematika diisi oleh Dirichlet. dan saat Dirichlet wafat empat 
tahun kemudian, Riemann diangkat untuk melanjutkannya, Sayangnya, pada 
waktu itu Riemann telah mengidap tuberculosis dan keadaanya parah, Dalam 
upaya untuk mengobati penyakitnya di iklim yang lebih hangat, Riemann 
menghabiskan tahun-tahun terakhir hidupnya di Italia. di mana dia meninggal 
dunia tahun 1866 pada usia 39 tahun 

Dalam tinjauan yang leluasa, pembacaan pidato perkuliahan Uber die 
Hypothesen welche der Geometrie zu Grande liegen (Tentang Hipotesis- 
hipotesis Yang Melandasi Fondasi Geometri) oleh Riemann pada tanggal 10 
Juni 1854 dapat dipandang sebagai salah satu bagian terpenting dari sejarah 
matematika modern. Meski pidato ini tidak serta-merta mempengaruhi dunia 
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intelektual, tetapi publikasinya dua tahun setelah Riemann wafat 
menyebabkan gejolak di antara para matematikawan yang berupaya 
melengkapinya dengan berbagai rincian. Dengan ditemukannya beberapa 
versi geometri, maka tidak satu pun darinya dapat dipandang sebagai 
sehimpunan kebenaran tentang ruang fisik. Riemann, dalam menilai fakta- 
fakta apa yang dapat kita anggap sebagai pasti, memiliki persepsi yang luar 
biasa bahwa ruang dari pengalaman kita mungkin saja bersifat finit. Seperti 


dia tegaskan dalam pidato perkuliahannya: 
In the extension of space constructions to immeasurably great, we must 
distinguish between unboundedness and infinite extent; the first pertain 
10 the extent relations, the latter to the measure relations. 
Permukaan suatu bola, dengan lingkaran-lingkaran sangat besar yang 
dipahami sebagai 
garis-garis,” merupakan ilustrasi yang bagus dari apa yang dimaksudkan oleh 
Riemann; sebuah “garis” bukanlah tak-hingga (‘infinite’) dalam panjangnya) 
karena setelah suatu perpanjangan yang berhingga maka garis itu kembali ke 
dirinya, tetapi garis itu tak-terbatas (‘unbounded’) dalam arti bahwa ia dapat 
melintas tanpa akhir mengelilingi bola, Riemann juga mendukung geometri 
sebagai suatu sains empirik. Dia meyakini bahwa karena observasi pada 
ruang fisik belum mengukuhkan eksistensi garis-garis sejajar, maka dapal 
diasumsikan bahwa setiap pasang garis akan bertemu di suatu titik yang 
jaraknya berhingga. | 
Terutama berkat Riemann, perhatian diarahkan ke suatu geometri non- 
Euclid yang lainnya, yang alternatifnya untuk postulat ke aran adalah 
tidak terdapat garis-garis sejajar terhadap suatu garis melalui suatu titik 


bukan pada garis itu, ringkasnya, bahwa sepasang garis mana pun pasti 
bertemu di suatu tempat. Geometri dari asumsi ini menyimpang dari tradisi 
secara lebih drastis lagi daripada yang dirintis oleh Gauss, Bolyai, dan 
Lobachevsky, karena aksioma kesejajaran Riemann mempengaruhi 
kebermaknaan aksioma-aksioma lainnya, Pada kenyataan, aksioma tersebut 
tidak sejalan dengan kombinasi Postulat | dan Postulat 2. Dengan demikian. 


geometri baru Riemann, sistemnya berkorespondensi dengan apa yang 
dicapai oleh Saccheri dengan hipotesis segitiga tumpul, dicapai dengan 
membuat tiga perubahan dalam sistem aksioma yang dirancang oleh Euclid. 
Sekilas ini tampak merupakan harga yang terlalu mahal, tetapi geometri yang 
dikembangkan dari hipotesis-hipotesis ini ternyata sekonsisten geometri 
Euclid. 
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Periode kedua dalam perkembangan geometri non-Euclid ini berfokus 
pada permasalahan konsistensi logisnya, suatu masalah yang solusinya 
mengakhiri banyak upaya untuk mendeduksi posulat kesejajaran sebagai 
sebuah teorema dari asumsi-asumsi Euchd lainya. Di sepanjang perjalanan 
para penggagas geometri non-Euclid mengkaji subjek ini, tidak ditemukan 
kontradiksi-kontradiksi yang nyata. Namun demikian, mereka terbuka pada 
kemungkinan bahwa upaya lebih lanjut mungkin saja menghasilkan 


pernyataan kontradiktif sebagai sebuah teorema dalam sistemnya. Jika ini 
terjadi, bukan saja pendekatan Saccheri ternyata benar, tetapi juga semua 
kerja Gauss, Bolyai, Lobachevsky, dan Riemann akan terbuktikan sebagai 
omong kosong, Oleh karena itu, keraguan menaungi upaya mereka layaknya 
awan kelam. Meskipun mereka merasa yakin bahwa geometri-geometri 
alid geometri Euclid, tetapi perasaan ini baru semata berdasarkan 


mereka se 
ekeyakinan. 
Dalam pengembangan sistem aksioma mana pun. baik yang 


mendefinisikan geometri maupun struktur lainnya, terdapat kewajiban untuk 
membuktikan bahwa sistem itu konsisten dengan menunjukkan bahwa tidak 
ada kontradiksi yang dapat terjadi. Gagusan pokok sebuah bukti untuk 
konsistensi relatif geometri non-Euclid diberikan pada tahun 1868 oleh 
Seorang geometer Italia Eugenio Beltrami (1835-1900) dalam karya tulisnya 
Saggio di interpretazione della geometria non-Euclidea (Essay tentang 
Interpretasi Geometri Non-Euclid). Metodenya meliputi penemuan suatu 
model dalam geometri Euclid yang, jika dinterpretasikan secara tepat, 
memiliki struktur postulasi yang sama seperti geometri non-Euclid dari 
Bolyai dan Lobachevsky. Keberhasilan Beltrami dalam memberikan 
representasi parsial untuk geometri Bolyai dan Lobachevsky pada permukaan 
“pseudosphere” menunjukkan bahwa geometri non-Euclid adalah secara 
logis konsisten seperti geometri Euclid. 

Geometrri-geometri non-Euclid belum menjadi topik-topik yang akrab di 
antara para matematikawan saat pada tahun 1871 dan 1873 Felix Klein 
(1849-1925) mempublikasikan dua monograf yang berjudul Uber die 
Sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie (Tentang Apa Yang Disebut 
Geometri Non-Euclid). Klein menyebutkan secara jelas perbedaan antara dua 
teori geometri yang mengangkat postulat kesejajaran Riemann. Pada salah 
satu sistem itu, dua garis lurus bertemu di satu titik, dan pada satu sistem 
lainnya, dua garis lurus berpotongan di dua titik. Kerja pokok Klein dalam 
publikasi-publikasi ini adalah untuk memberikan model-model untuk 


3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:03 Y AM - MS ll 76% | 


< Library = Hal 7.15 


© PEMA4101/ MODUL 7 7,15. 


geometri Lobachevsky dan dua jenis geometri Riemann, Barangkali model 
paling sederhana untuk geometri Riemann type pertama diperoleh dengan 
mengambil hanya setengah dari sebuah bola dengan lingkaran batasnya. 
Busur-busur lingkaran besar pada belahan bola itu adalah “garis-garis” pada 
geometri ini. Di sisi lain, bola itu sendiri merupakan memberikan suatu 
model untuk satu type geometri yang lainnya. Kita tidak dapat yakin bahwa 
Riemann menyadari kemungkinan dari dua geometri tersebut; risalahnya 
yang terkenal tidak membahas secara spesifik. Untuk dua geometri non- 
Euclid yang baru, perihal konsistensinya dapat direduksi ke pertanyaan 
konsistensi geometri Euclid: artinya, jika seseorang mau meyakini bahwa 
geometri Euclid adalah konsisten. maka dari keyakinan itu berlaku bahwa dia 
pun meyakini konsistensi dua type geometri Riemann. Dengan demikian, 
untuk sementara waktu, terpendamlah pertanyaan yang tidak pernah terjawab 
a apakah geometri Euclid dapat dibuktikan sebagai konsisten se 
Prestasi terpenting dari Klein dalam geometri adalah kreasi Erlangek 


ra internal. 


Programm, diungkapkannya dalam pidato “A Comparative Review of Recent 
Research in Geometry,” sebuah ajuan tegas penggunaan konsep grup untuk 
menggolongkan dan mempersatukan geometri-geometri utama yang adal 
hingga saat itu. Pada dasarnya, Klein mendeskripsikan geometri sebagai stud} 
sifat-sifat dari bangun-bangun yang tetap tidak mengalami perubahan pada 
sekumpulan transformasi tertentu. Tidak saja memberikan sebuah cara raph 
untuk mengelola geometri-geometri yang tampak tidak berkaitan yang telah 
dikenal pada akhir periode 1800-an, pandangan ini pun mengindikasikan 
bahwa geometri-geometri baru dapat didefinisikan dengan memulai dari 
grup-grup transformasi yang berbeda. 

Pada tahun 1886, Klein menerima panggilan dari Universitas Göttingen 
untuk mengisi jabatan kepala matematikawan peneliti. Aktivitas ekstensifnya 
menyelamatkan universitas tersebut dari stagnasi matematis yang dialami 
setelah wafatnya Riemann dan membawa Gottingen semakin termasyhur, 
bahkan lebih daripada masa Gauss. Pengaruh dorongan Klein dapat dilihat 
dari jumlah (48) disertasi yang ditulis di bawah bimbingannya, 
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Ww LATIHAN 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas. 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Tuliskan Postulat 5 yang digagas oleh Euclid dalam Elements! 

2) Tuliskan aksioma Playfair dan sebutkan siapa yang menggagasnya untuk 
pertama kali! 

3) Sebutkan kapan, oleh siapa, dan di mana geometri non-Euclid hiperbolik 
pertama kali dikembangkan dari hipotesis segitiga lancip terkait temuan 
Saccheri! 

4) Tuliskan aksioma alternatif yang Gauss, Bolyai, dan Lobachevsky pilih 
sebagai pengganti Postulat 5 Euclid! 

18) Tuliskan aksioma kesejajaran Riemann sebagai alternatif untuk Postulat 
5 Euclid dalam geometri non-Euclid barunya! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


|) Postulat 5 Euclid: Jika suatu garis lurus yang memotong dua garis lurus 
menghasilkan sudut-sudut dalam yang terletak pada sisi yang sama 
kurang dari dua sudut siku-siku, maka kedua garis lurus itu, jika 
diperpanjang tak terbatas bertemu pada sisi itu di mana terdapat sudut- 
sudut yang kurang dari dua sudut siku-siku 

2) Aksioma Playfair: Melalui sebuah titik tertentu, bukan pada sebuah garis 
tertentu, ha 
tertentu itu.” 


ya satu garis sejajar dapat dilukis terhadap sebuah garis 


3) Pernyataan ini digagas pertama kali (pada abad ke-5) oleh Proclus, 

4) Pada sepertiga pertama abad kesembilan belas oleh Gauss di Jerman, 
Bolyai di Hungaria, dan Lobachevsky di Rusia 

5) Aksioma alternatif untuk Postulat 5 yang digunakan oleh Gauss, Bolyai, 
dan Lobachevsky: Melalui sebuah titik bukan pada sebuah garis terdapat 
lebih dari satu garis sejajar terhadap garis itu. 

6) Aksioma kesejajaran Riemann: Tidak terdapat garis-garis sejajar 
terhadap suatu garis melalui suatu titik bukan pada garis itu. 
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Ww LATIHAN 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas. 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Tuliskan Postulat 5 yang digagas oleh Euclid dalam Elements! 

2) Tuliskan aksioma Playfair dan sebutkan siapa yang menggagasnya untuk 
pertama kali! 

3) Sebutkan kapan, oleh siapa, dan di mana geometri non-Euclid hiperbolik 
pertama kali dikembangkan dari hipotesis segitiga lancip terkait temuan 
Saccheri! 

4) Tuliskan aksioma alternatif yang Gauss, Bolyai, dan Lobachevsky pilih 
sebagai pengganti Postulat 5 Euclid! 

18) Tuliskan aksioma kesejajaran Riemann sebagai alternatif untuk Postulat 
5 Euclid dalam geometri non-Euclid barunya! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


|) Postulat 5 Euclid: Jika suatu garis lurus yang memotong dua garis lurus 
menghasilkan sudut-sudut dalam yang terletak pada sisi yang sama 
kurang dari dua sudut siku-siku, maka kedua garis lurus itu, jika 
diperpanjang tak terbatas bertemu pada sisi itu di mana terdapat sudut- 
sudut yang kurang dari dua sudut siku-siku 

2) Aksioma Playfair: Melalui sebuah titik tertentu, bukan pada sebuah garis 
tertentu, ha 
tertentu itu.” 


ya satu garis sejajar dapat dilukis terhadap sebuah garis 


3) Pernyataan ini digagas pertama kali (pada abad ke-5) oleh Proclus, 

4) Pada sepertiga pertama abad kesembilan belas oleh Gauss di Jerman, 
Bolyai di Hungaria, dan Lobachevsky di Rusia 

5) Aksioma alternatif untuk Postulat 5 yang digunakan oleh Gauss, Bolyai, 
dan Lobachevsky: Melalui sebuah titik bukan pada sebuah garis terdapat 
lebih dari satu garis sejajar terhadap garis itu. 

6) Aksioma kesejajaran Riemann: Tidak terdapat garis-garis sejajar 
terhadap suatu garis melalui suatu titik bukan pada garis itu. 
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4) RANGKUMAN 


Perkembangan ke arah lahirnya geometri-geometri non-Euchd dipicu 
oleh sifat yang tidak jelas dengan sendirinya dan meragukan dari Postulat 5 


NJ 


| 


dalam sistem geometri Euclid; “Jika suatu garis lurus yang memotong dua 
garis lurus menghasilkan sudut-sudut dalam yang terletak pada sisi yang 
sama kurang dari dua sudut siku-siku, maka kedua garis lurus itu, jika 
diperpanjang tak terbatas bertemu pada sisi itu di mana terdapat sudut-sudut 
yang kurang dari dua sudut siku-siku.” Semua upaya untuk membuktikan 
postulat kesejajaran telah mengalami kegi 


an, terutama karena argumen- 
argumen yang diajukan tercemari oleh penggunaan asumsi yang ekuivalen 
dengan postulat kelima. Selain itu, beberapa upaya 


gagal karena penalaran 
2 yang keliru. 

Pada awal 1800-an, pertanyaan apakah postulat kesejajaran Euclid 
dapat dibuktikan sebagai konsekuensi logis dari postulat-postulat lainnya 
tetap tidak terpecahkan. Selanjutnya, para matematikawan menyadari 
bahwa catatan kegagalan tanpa akhir dalam pencarian bukti postulat 
yang merepotkan itu bukan karena ketidak-cakapan mereka, tetapi lebih 
karena sebenarnya postulat kelima itu lepas atau tidak bergantung pada 
aksioma-aksioma lain dalam geometri Euclid. Oleh karena itu, kita akan 
mungkin, dengan menyubstitusikan sebuah aksioma lain tentang garis- 
garis sejajar, membangun sebuah geometri yang berbeda tetapi sama 
validnya dengan geometri Euclid. 

Matematikawan perintis geometri non-Buclid adalah Gauss, Bolyai, 
dan Lobachevsky (1829) untuk geometri hiperbolik, dan Riemann untuk 
geometri eliptik. Geometri hiperbolik dikembangkan berdasarkan 
hipotesis segitiga lancip, dengan aksioma kesejajaran yang berbunyi, 
“Melalui sebuah titik bukan pada sebuah garis terdapat lebih dari satu 
garis sejajar terhadap garis itu.” Di sisi lam, geometri non-Euclid eliptik 
dikembangkan oleh Riemann berdasarkan hipotesis segitiga tumpul, 
aksioma kesejajarannya adalah “Tidak terdapat garis-garis sejajar 
terhadap suatu garis melalui suatu titik bukan pada garis itu.” 
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ZF TES FORMATIF 1 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


l) Jelaskan mengapa postulat kesejajaran Euclid tidak dapat dibuktikan 
sebagai konsekuensi logis dari postulat-postulat Euclid lainnya! 

2) Bolyai dan Lobachevsky dipandang sebagai penemu geometri non- 
Euclid. Namun demikian, banyak ahli meyakini bahwa sesungguhnya 
Gauss adalah orang pertama yang memiliki gagasan lebih lanjut 
tentangnya, meski tidak mempublikasikannya. Berdasarkan materi yang 
telah Anda pelajari, jelaskan mengapa Gauss bersikap demikian! 

3) Jelaskan pandangan Riemann, terkait garis-garis pada permukaan bola, 
bahwa ruang dari pengalaman kita mungkin saja bersifat finit! 

4) Berdasarkan penjelasan yang Anda baca dalam kegiatan belajar ini, 
jelaskan sifat dan fungsi dari intuisi-intuisi ruang dan waktu menurut 
pandangan Kant! 

$) Sebutkan dua kontribusi penting Felix Klein (1849-1925) bagi 
perkembangan geometri non-Euclid! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif | yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar |, 


= Jumlah Jawaban yang Benar 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% ukup 
< 70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 8096, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 1. terutama bagian yang 
belum dikuasai. 


+B 
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KEGIATAN BELAJAR 2 


Perkembangan Aljabar dan Teori Himpunan 


S ifat yang paling jelas dan mencolok dari matematika abad kesembilan 
belas adalah pengenalan suatu pendekatan yang ketat secara logis 
sehingga para sejarawan seringkali menyebut periode ini sebagai “the Age of 
Rigour” dalam matematika. Kecenderungan kritis segera meresap ke dalam 
keseluruhan analisis, mulai dengan kalkulus, dan di sekitar akhir abad hal ini 
mengarah kepada perombakan fondasi-fondasi geometri 

Para matematikawan terkemuka akhir abad ke-18, d'Alembert, Euler dan 
Lagrange, masing-masing dengan pendekatan yang berbeda, tidak berhasil 
memberikan suatu fondasi yang memuaskan bagi kalkulus, Akhirnyaf 
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) menjadi orang yang berhasil 
mengembangkan sebuah teori limit-limit yang dapat diterima Formulasi 
kalkulus clementer yang saat ini beredar dalam kebanyakan buku teks pada 
dasarnya adalah apa yang Cauchy deskripsikan dalam tiga bukunya: Courg 
d'analyse de l'Ecole Royale Polytechnique (1821), Résumé des lecons sur 1& 
calcul infinitesimal (1823), dan Lecons sir le calcul differentiel (1829), 


Dalam pendahuluan pada Cours d'analyse, Cauchy secara terbuka berte 
untuk membuang ketidakjelasan dari analisis: “Terkait metode-metodenya, 
saya mencoba mengisinya dengan segenap keketatan yang dituntutkan dalam 
geometri, sehingga tidak pernah menggunakan penalaran yang diambil dari 
generalitas aljabar.” Karena membuang fondasi-fondasi lama yang terutama 
berdasarkan keyakinan dan teknik-teknik formal, Cauchy dipandang sebagai 
pencipta kalkulus dalam pemaknaan modern. 

Standar keketatan Cauchy sangat jauh di atas para matematika 


an 
sezamannya, kecuali Gauss yang senantiasa teguh pada deduksi yang teliti. 
Standar keketatan ini juga berperan sebagai model bagi satu generasi pura 
matematikawan. “Dia saat ini,” Abel berkomentar tentang Cauchy, “satu- 
satunya orang yang tahu bagaimana hendaknya matematika diperlakukan." 


Namun demikian. secara bertahap. para matematikawan akhirnya menyadari 
bahwa keketatan yang seutuhnya belum terwujudkan dan frase-frase verbal 
Cauchy seperti “approaches indefinitely,” “infinitely small increase," dan “as 
little as one pleases,” ternyata tidak memiliki kepastian yang bermakna. 
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Tokoh matematikawan yung paling menonjol dalam gerakan untuk 
menjadikan gagasan-gagasan tersebut lebih pasti adalah Karl Weierstrass 
(1815-1897), “Bapak Analisis Modem,” analis terhebat pada sepertiga akhir 
abad ke-19. Dalam perkuliahan yang disampaikannya. Weierstrass seringkali 
membawa para pendengar ke tapal batas penelitian, karena isi dari kuliahnya 


biasanya adalah matematika baru yang sedang dikembangkan. Tidak peduli 
ketenaran, dia melayani para mahasiswa dengan kebebusan yang 
memungkinkan mereka untuk mengembangkan hasil-hasil yang Weierstrass 
tidak ingin tulis sendiri. Catatan kuliah dan penelitian personal dari murid- 
muridnya seperti Georg Cantor (1845-1918), Sonya Kovaleysky (1850- 
1891), Gosta Mittag-Leffler (1846-1927), Carl Runge (1856-1927), Max 
Planck (1858-1947), Ouo Holder (1859-1937), dan David Hilbert (1862- 
1943) menyebarkan analisis baru yang diciptakan oleh Weierstrass 


Sumber: A Concise History of Mathematics (1967) oleh Dirk Struik, 
Dover Publication Inc., N.Y. 
Gambar 7.3 
Karl Weierstrass (1815-1897) 


Setelah sekilas meninjau perkembangan analisis pada abad ke-19, mari 
kita beranjak ke lapangan aljabar yang juga telah sekian lama terpinggirkan 
pada periode pasca-Newton. Suatu generasi matematikawan yang mulai 
bangkit ketika itu—George Peacock, Augustus De Morgan, George Boole, 
William Hamilton, dan Arthur Cayley—mengupayakan suatu pemahaman 


yang lebih baik tentang fondasi-fondasi logis dari aljabar aritmetik dan sifat 
abstrak dari operasi-operasinya 
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A. PERKEMBANGAN ALJABAR ABAD KE-19 


1. George Peacock dan Treatise of Algebra 

George Peacock (1791-1858) lazim dipandang sebagai tonggak penting 
aljabar abstrak sebagaimana kita mengenalnya saat ini. Peacock dikenal 
terutama berkat bukuteksnya, Treatise of Algebra, sebuah pemicu awal 
pendekatan formalistik yang akan dianut aljabar pada masa selanjutnya di 
abad ke-19. Batu pijakan kecil ini dipublikasikan tahun 1830 dan secara 
substansial diperkuat menjadi garapan dua volume pada tahun 1842-1845. 
Karya ini tampaknya ditulis menanggapi penolakan panjang terhadap 
validitas bilangan negatif dalam aljabar umum, Para kritikus memandang 
bahwa definisi yang tidak pasti telah menjadikan simbol —h, di mana b suatu 


bilangan bulat positif, secara logis tidak bermakna sebagai suatu entitas 
matematis, mereka menolak kemasukakalan upaya-upaya untuk melegitimasi 
bilangan negatif dengan analogi utang dan kredit. Tetapi upaya keras untuk 
membuang “kuantitas-kuantitas. yang kurang dari nol” ini akan juga berarti 


meniadakan bilangan-bilangan imajiner y « berikut akar-akar negatif dan 
imajiner dari persamaan-persamaan 

Peacock berupaya membebaskan aljabar dari dasar aritmetiknya denga 
membedakan “aljabar aritmetik” dan “aljabar simbolik.” Aljabar aritmetik 
terkait dengan huruf-huruf dan simbol-simbol yang mewakili kuantitas: 
kuantitas aritmetik, bilangan-bilangan bulat positif, dan operasi-operasi biasi 
yang diberlakukan pada mereka. Dalam aljabar simbolik yang memiliki 
sistem formal murni, simbol-simbol bersifat tidak dibatasi, lepas dari 
interpretasi tertentu mana pun, dan dengan demikian dapat mewakili bilangan 
negatif maupun bilangan imajiner. Peacock menyebutkan aljabar simbolik 
sebagai “pada dasarnya suatu sains simbol-simbol dan kombinasi- 
kombinasinya, dikonstruksi menurut aturan-aturannya sendiri” yang 
hendaknya diperlakukan sebagai suatu sistem deduktif logis seperti Elements 
karya Euclid. Upaya untuk mengangkat aljabar simbolik ke kedudukan 
geometri memberi Peacock gelar “Euclid dalam Aljabar.” Para 


matematikawan lain lebih berwaspada terhadap perlakuan simbolik pada 
aljabar, Bagi Augustus De Morgan, aljabar simbolik tampak “seperti simbol- 
simbol yang terkena sihir dan berlari-lari keliling dunia untuk mencari 
makna.” 

Karena kemajuan Peacock ke arah aljabar abstrak tidak pernah mencapai 
kebebasan matematis untuk meninggalkan aturan-aturan aritmetik tradisional, 
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maka aljabar ini gagal mewujudkan manfaat potensialnya; kurena, dalam 
menggeneralisasi hanya simbol-simbol dan bukan operasi-operasi, maka 
aljabarnya tidak dapat mendeskripsikan suatu sistem aljabar yang tidak 
memiliki sifat perkalian komutatif. Namun demikian, Treatise karya Peacock 
berhasil membawa fondasi-fondasi logis aljabar ke jajaran depan ketertarikan 
matematis bangsa Inggris, Satu masalah membingungkan yang masih 
bertahan adalah penanganan “teror misterius” dari bilangan-bilangan 
imajiner 


2. Representasi dan Teori Bilangan Kompleks 

Para matematikawan Italia pada abad kecnam belas memperkenalkan 
bentuk-bentuk untuk akar-akar kuadrat dari bilangan-bilangan negatif untuk 
memenuhi tuntutan bahwa semua persamaan kuadrat dan persamaan kubik 
ymemiliki penyelesaian. Tetapi mereka menunjukkan suatu sikap skeptis 
terhadap bentuk-bentuk seperti itu, menyebutkan kuantitas misterius seperti 
at V= sebagai bilangan-bilangan yang “mustahil” atau “noneksisten. " 
Pada tahun 1637, saat Descartes mempublikasikan karyanya Géométrie, dia 
menyumbangkan istilah “imajiner” sebagai namanya. Di sana tertulis: 

Baik akar-akar yang benar maupun akar-akar yang salah [negatif] 

tidaklah selalu real, adakalanya akar-akar itu imajiner 

Kesadaran bahwa penggunaan bilangan-bilangan ini memungkinkan 
suatu polinom berderajat n untuk memiliki n akar telah mengarah kepada 
penerimaannya meski tidak sepenuh hati, Pada abad ke-18, bilangan-bilangan 
imajiner digunakan seca 
oleh Euler, karena bilangan-bilangan tersebut memproduksi hasil-hasil yang 
konkret. Diasumsikan bahwa bukan saja bilangan imajiner ada untuk tujuan- 


a ekstensif dalam analisis tingkat lanjut, terutama 


tujuan yang biasa dalam analisis, tetapi bilangan imajiner pun mematuhi 
aturan-aturan operasi aljabar yang sama seperti bilangan-bilangan real yang 
lazim, Euler adalah orang yang pertama kali menerapkan notasi j yang 
sekarang baku untuk unit imajiner y-1 ; dalam sebuah risalah, De Formulis 
Differentialibus Angularibus, disampaikan kepada Akademi St. Petersburg 
pada tahun 1777, dia menulis 

Pada teks berikut ini, saya akan melambangkan bentuk v—1 dengan / 

sehingga ii =—I 


Sebelum Euler, simbol y¥—1 . berbeda dari y —a@ . jarang sekali muncul 
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Meski bilangan kompleks (yaitu, bilangan-bilangan berbentuk a + bi di 
mana a dan b adalah real) diperbolehkan dalam perhitungan formal dengan 
kedudukan yang sama seperti bilangan real, keraguan terkait makna dan sifat 
pastinya terus mengusik para matematikawan, Bukti kepedulian Euler pada 
perkara ini muncul dalam karyanya, Algebra (1770), di mana dia 
menyebutkan bahwa “bilangan-bilangan seperti itu, yang menurut sifatnya 
adalah mustahil, biasa disebut bilangan imajiner atau khayal karena mereka 
ada hanya dalam imajinasi.” Diperlukan bampir tiga abad setelah bilangan- 
bilangan itu dikenal sebelum teori yang memadai tersedia untuk 
menafsirkannya secara tepat. Tanpa adanya pemahaman penuh atas bilangan- 
bilangan baru ini, kemajuan dalam menjustifikasi fondasi logisnya bergerak 
dalam dua jalur: satu pendekatan berupaya untuk menanamkan bilangan 
kompleks dalam interpretasi geometrik. sedangkan satu pendekatan lainnya 
menuntut perluasan konsep bilangan ke suatu “field aritmetik” lebih luasy 
yang akan mewadahinya. | 


Interpretasi geometrik dari sebuah bilangan kompleks sebagai suatu titik 
pada bidang adalah gagasan yang sederhana, tetapi diperlukan waktu sangat 
lama untuk menembusnya, Saat ia akhirnya datang, kemunculan itu terjadi 
secara hampir bersamaan kepada tiga orang yang tidak berkaitan dan bahkat 
tidak saling mengenal: seorang juru survei dan kartografer Norwegia 
bernama Caspar Wessel (1745-1818), seorang ahli tata buku berkebangsaan! 
Perancis-Swiss Jean Robert Argand (1768-1822), dan matematikawan 
terbesar dari Jerman, Carl Friedrich Gauss (1777-1855). 

Wessel dan Argand tidak sedemikian terkenal hingga adalah otoritas 
Gauss yang menimbulkan penerimaan umum atas interpretasi yang gagal 


disebar-luaskan oleh dua orang lainnya tersebut, Gauss tampaknya sudah 
memiliki teori geometrik bilangan kompleks pada sekitar peralihan menuju 
abad ke-19, Di dalam disertasi doktoralnya (1799) tentang teorema 
fundamental aljabar, dia menerapkan gagasan itu tanpa penyebutan secara 
eksplisit: pada sepucuk surat tahun 1811 kepada Bessel, teori tersebut 
dijelaskan secara garis besar; dan akhirnya pada tahun 1831, dalam essay 
pengantar untuk karya tulisnya Theoria Residuorum Biguadraticorum, Gauss 
menjelaskannya kepada publik. Hal yang baru di sini adalah bahwa Gauss 
memberikan representasi bilangan-bilangan kompleks sebagai titik-titik pada 
bidang. bukan sebagai ruasgaris seperti yang diajukan oleh Wessel dan 
Argand. Artinya, Gauss menggantikan bilangan a + bi dengan titik ta, b), 
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Dengan pendekatannya, simalah nuansa mistik yang sedemikian lama 
terlekatkan pada bilangan-bilangan ini. 

Gauss menambahkan opini bahwa presentasinya “menempatkan 
metafisika bilangan-bilangan imajiner pada cahaya baru,” dan bahwa semua 
kesukaran terkaitnya ukun musnah, Sebagaimana bilangan-bilangan real 
dapat diinterpretasikan mewakili suatu garis, demikian pula bilangan- 
bilangan kompleks dapat mewakili suatu bidang. Gauss juga 
memperkenalkan istilah teknis “bilangan kompleks” untuk kuantitas & + bi. 
daripada frase “bilangan imajiner,” yang menurutnya melekatkan misteri 
gelap pada bilungan-bilangan tersebut 

Namun demikian, selanjutnya, puncak dari upaya untuk mengukuhkan 
teori bilangan kompleks pada suatu dasar matematika yang kokoh dapat 
ditemukan dalam garapan seorang ilmuwan Irlandia, William Rowan 
sHamilton (1805-1865) 

Meskipun gagasan-gagasan seperti bilangan negatif dan bilangan 
Imajiner tampak esensial bagi aljabar, Hamilton tidak puas dengan 
Interpretasi-interpretasi yang dikemukakan pada masanya. Sampai hal-hal 
Tersebut dapat didefinisikan secara memadai, aljabar baginya tetap bersifat 
tidak jelas dan meragukan.” Oleh karena itu, pada awal 1830-an, Hamilton 
berjuang untuk mengklarifikasi fondasi-fondasi logis yang goyah dalam 
Subjek itu, berharap menciptakan “sebuah SAINS yang pantas disebut ketat, 
murni dan independen; dideduksi dengan penalaran yang valid dari prinsip- 
prinsip intuitifnya sendiri.” Sangat dipengaruhi oleh Critique of Pure Reason 

arya Kant, dia menyimpulkan bahwa intuisi mental “waktu” merupakan 
dasar dari mana sains seperti itu dapat dikonstruksi. 
arya Hamilton Theory of Conjugate Functions, or Algebraic Couples: 

With a Preliminary Essay on Algebra as the Science of Pure Time adalah 

upayanya untuk membangun aljabar pada sehimpunan aksioma 

berdasarkan “urutan dan progresi kontinyu, atau, sebagaimana boleh 
disebut, WAKTU MURNI," Meski pokok-pokok dari garapan ini telah 
dibacakan kepada Royal Irish Academy pada tahun 1833: teks 

keseluruhannya baru pertama kali dipublikasikan pada tahun 1837. 

Karya tulisnya ini dibagi menjadi tiga bagian: S halaman General 

Introductory Remarks, 95 halaman Essay on Algebra as the Science of 

Pure Time, dan 29 halaman Theory of Conjugate Functions, or 

Algebraic Couples. 

Hamilton meyakini bahwa bilangan-bilangan imajiner tidak memiliki 
makna yang nyata, Bilangan-bilangan tersebut tidak dapat didefinisikan 
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secara tepat dan oleh karena itu harus dikeluarkan dari aljabar biasa. 
Keuntungan dari pasangan-pasangan bilangannya yaitu memberikan suatu 
cara untuk menuliskan bilangan-bilangan kompleks yang menghundari 
sebarang rujukan ke bilangan imajiner. Dengan cara demikian, “penghalang- 
penghalang metafisik” yang mengurung aljabar tersingkirkan. Bagi sejumlah 
yan matematika, konsepsi bilangan-bilangan kompleks sebagai 
n merupakan pencapaian terbesar Hamilton dalam 


sejar: 


pasangan-pasangan bila: 


aljabar, bahkan lebih penting daripada temuan dia berikutnya, kuarternion 
Hamilton menutup tulisannya dengan pernyataan bahwa “penulis 

berharap untuk mempublikasikan setelah ini banyak aplikasi lainnya dari 

pandangan ini, terutama aplikasi-aplikasi pada Persamaan dan Integral, dan 


pada suatu Teori Triplet...” Triplet-triplet yang dicarinya adalah bilangan- 
bilangan hiperkompleks yang berelasi pada ruang dimensi-tiga seperti halnya 
bilangan kompleks biasa berelasi pada ruang dimensi-dua. Harapan-harapan, 
itu akhirnya terwujudkan pada tahun 1843 dengan temuannya “kuarterniong 
kuarternion” empat bilangan, setelah pencarian triplet-triplet yang 
dilakukannya sedemikian lama tetapi ternyata tidak membuahkan hasil, | 

Pada masa selanjutnya, kuarternion-kuarternion ternyata tidak pernaly 
memenuhi harapan Hamilton untuk menjadikannya suatu bahasa matemati$ 
yang dapat diaplikasikan pada dunia nyata, bagaimanapun, beberapa temuan 
fisika yang penting telah dihasilkan dengan metode-metode kuarternion_ 
Sebagai sebuah alat bantu pokok bagi para ilmuwan sains, metode-metode 
kuarternion terbukti terlalu rumit untuk dapat dikuasai dengan cepat dan 
diaplikasikan dengan mudah, Pemisahan pertama dan paling menguntungkan 
dari kreasi Hamilton dibuat oleh matematikawan Amerika Josiah Willard 
Gibbs (1839-1925). Dengan menggunakan porsi vektor u = bi + cj + dk dari 
suatu kuarternion untuk mewakili kuantitas-kuantitas fisika. Gibbs, pada awal 
1880-an, membangun suatu sistem baru yang disebut “analisis vektor” 
dimensi-iga, Sistem ini akhirnya lebih dipilih menggantikan kuarternion 


untuk tujuan-tujuan praktis dalam fisika dan teknik rancang-bangun 

Meski kegagalan tujuan kuarternion cenderung menurunkan nilai penting 
Hamilton dalam sejarah matematika, tetapi suatu pandangan jauh ke depan 
menjustifikasi perjuangan besarnya.  Kuarternion-kuarternion, yang 
memungkinkan ditinggalkannya sifat komutatif. adalah sebuah langkah kunci 
dalam perkembangan aljabar modern. Penemuan kuarternion-kuarternion 
menunjukkan bahwa para matematikawan ternyata mungkin untuk secara 
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sadar menkonstruksi elemen-elemen baru aljabar daripada menemukannya 
dari elemen-elemen dalam aljabar-aljabar yang sudah ada, 


3. Perkembangan Selanjutnya: Aljabar Matriks dan Aljabar Logika 

Setelah dobrakan penting oleh Hamilton dalam aljabar, beberapa 
perkembangan penting selanjutnya dalam aljabar terkaitkan antara lain 
dengan dua orang matematikawan berkebangsaan Inggris, Arthur Cayley dan 
George Boole. Berikut ini diberikan sekilas gambaran tentang kontribusi 
penting dari masing-masingnya. 

Arthur Cayley (1821-1895) terkenal sebagai penemu teori invarian dan 
berkontribusi penting bagi kajian geometri tingkat lanjut, kombinatorik, dan 
teori matriks, Dia dianggap sebagai pencipta suatu aljabar matriks-matriks 
yang tidak menuntut rujukan berulang ke persamaan-persamaan dari mana 
butir-butir isiannya diambil. Interpretasi Cayley muncul dari minatnya pada 
transformasi-transformasi yang berbentuk 

x’ =ax+by 

T; = i 

y =atdy 
Yang dapat dipandang sebagai mentransformasikan sebuah pasangan urut (x, 
4) ke sebuah pasangan (v', y"). Dalam pencarian “suatu notasi singkat untuk 


$ehimpunan persamaan linear,” Cayley melambangkan transformasi tadi 
(engan jajaran persegi 


a b 
ed 


dari koefisien-koefisien atau “elemen-elemen “nya, dan menyebut ini sebuah 
matriks (persegi) orde 2, Dua matriks seperti itu adalah sama dengan syarat 
bahwa elemen-elemen yang berkorespondensinya sama. 

Cayley adalah orang yang pertama menyadari bahwa jajaran-jajaran 
persegi itu sendiri sebenarnya dapat diperlakukan sebagai kuantitas-kuantitas 
aljabar, Dia telah memiliki gagasan yang cukup jelas tentang berbagai sifat 
dari matriks-matriks itu pada pertengahan 1840-an, tetapi hasil-hasilnya baru 
dipublikasikan dalam sebuah risalah berjudul A Memoir on the Theory of 
Matrices pada tahun 1858. Namun demikian, pengenalan istilah “matrix” ke 
dalam literatur matematis tampaknya merupakan kontribusi James Joseph 
Sylvester, sahabat Cayley, pada tahun 1848 
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Sumber: A Concise History of Mathematics (1967) oleh Dirk Struik, 
Dover Publication Inc., N.Y. 
Gambar 7.4 
Arthur Cayley (1821-1895) 


Selain pada teori matriks, ketertarikan matematis Cayley juga menyentuh 
konsep suatu grup abstrak yang ketika itu sedang berkembang, Teori grup 
adalah salah satu cabang tertua dari aljabar abstrak modern, yang asal 
usulnya dapat ditelusuri ke garapan Lagrange, Ruffini, dan Galois. Pada 
sebuah karya tulisnya tahun 1854 yang berjudul “On the theory of groups ag 
depending on the symbolic equation oe" =1" Cayley mengambil langkah 
penting pertama dalam evolusi pandangan abstrak tentang grup. Namun 
demikian. kemajuan Cayley menuju abstraksi berjalan hampir tidak teramati! 
Iklim matematis pada waktu itu tidak mendukung suatu pendekatan for mal 
terhadap sebuah konsep yang hanya memiliki teori persamaan-persamaan 
sebagai aplikasi signifikunnya. 

Setelah sekilas membahas tentang Cayley dan kontribusinya, terutama 
teori matriks, mari kita mengenal satu tokoh penting lain dalam 
perkembangan aljabar modem, George Boole (1815-1864), sang penemu 
aljabar logika. 

Kita menyaksikan bahwa perkalian kuarternion-kuarternion, dan juga 
perkalian matriks-matriks, melanggar aturan-aturan aljabar biasa dengan 
merupakan operasi-operasi yang bersifat nonkomutatif, Segera setelah 
Hamilton menunjukkan bahwa kajian aljabar tidak mesti hanya membahas 
bilangan real atau bilangan kompleks, sistem-sistem jenis baru diciptakan 
dengan pesat. Sebuah sistem yang berbeda secara radikal, berbeda secara 
fundamental dari aljabar tradisional meski baik penjumlahan maupun 
perkaliannya kedua-duanya komutatif. dikembangkan oleh George Boole 
Dia menyebut sistem ini suatu “aljabar logika.” yang simbol-simbol 
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umumnya dapat diinterpretasikan sebagai himpunan-himpunan atau sebagai 
propasisi-proposisi. 

Reputasi Boole terkukuhkan dengan essaynya tentang kalkulus operasi- 
operasi, "On a General Method in Analysis”, dipublikasikan dalam 
Philosophical Transactions tahun 1844 dan dianugerahi Medali Matematika 
dari Royal Society untuk karya tulis terbaik selama tiga tahun terakhir. Karya 
tulis itu diikuti pada tahun 1847 dengan sebuah pamilet 82 halaman berjudul 
The Mathematical Analysis of Logic. Being an Essay Towards a Calculus of 
Deductive Reasoning, karya pertama Boole tentang subjek yang kelak 
membuatnya terkenal kebetulan, teks itu muncul hampir 
bersamaan—setidaknya bulan yang sama, dan beberapa orang katakan pada 
hari yang sama—dengan buku Formal Logic karya sahabatnya, Augustus De 
Morgan. Pada awal tahun berikutnya, Boole menulis The Caleulus of Logic, 


memberikan sejumlah pengembangan lebih lanjut untuk sistemnya. 

Boole adalah seorang anggota dari sekumpulan matematikawan yang 
membebaskan aljabar dari “aritmetika biasa” dengan mengisyaratkan bahwa 
@turan-aturan yang simbol-simbol taati adalah hal-hal yang penting dalam 
aljabar, dan tidak sedemikian halnya dengan makna yang seseorang lekatkan 
pada simbol-simbol itu. Khususnya, simbol-simbol aljabar tidak mesti 
mewakili bilangan-bilangan. Dalam bagian pembuka The Mathematical 
Analysis of Logic, Boole menulis: 

Mereka yang telah mengenali keadaan saat ini dari teori Aljabar 

Simbolik sadar bahwa validitas suatu proses analisis tidak bergantung 

pada interpretasi simbol-simbol yang digunakan. tetapi hanya pada 

aturan-aturan kombinasi simbol-simbol tersebut, 
Aspek dari karya tulisnya ini menjadikan Boole seorang perintis dalam 
evolusi aljabar abstrak modern. 

Gagasan penggunaan simbolisme aljabar bukan hanya untuk 
mempercepat penalaran tentang kuantitas-kuantitas numerik tetapi juga untuk 


meresapkan ketelitian pada metode-metode penalaran logis dapat ditelusuri 
kepada Leibniz di abad ketujuh belas, Namun demikian, barulah pada 
pertengahan 1800-an logika simbolik mulai muncul sepenuhnya sebagai 
cabang khusus dari matematika, dan perkembangan awalnya terutama adalah 
hasil dari upaya-upaya Boole dan De Morgan. Salah satu kontribusi yang 


sangat penting am hal ini adalah An Investigation of the Laws of Thought, 
on Which are Founded the Mathematical Theories of Logic and Probabilities 


(1854). yang memperluas dan memperjelas isi dari pamfletnya yang lebih 
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awal. Filsuf Bertrand Russel di kemudian hari (1901) menyatakan bahwa 
“Matematika Murni ditemukan oleh Boole dalam karya yang disebutnya The 
Laws of Thoughr.... Garapannya berkenaan dengan logika formal dan ini 
sama dengan matematika.” Seperti Boole katakan dalam kalimat-kalimat 
pembuka The Laws of Thought, tujuannya adalah untuk menunjukkan bahwa 
proses-proses penalaran yang dikaji dalam logika dapat diformalisasi dan 
dilakukan dalam suatu aljabar logika. Selanjutnya, Boole mengkonstruksi 
suatu aljabar kelas-kelas. sekarang dikenal sebagai aljabar Boole, dengan 
mana masalah-masalah logis dapat diselesaikan melalui suatu proses 
kalkulasi formal. 

Setelah Boole wafat. kerja rintisannya kemudian dikembangkan oleh De 
Morgan dan seorang logikawan berkebangsaan Amerika Charles Sanders 
Peirce (1809-1890), 


B. PERKEMBANGAN AWAL TEORI HIMPUNAN 


Orang-orang tampaknya memandang sepertiga akhir abad kesembilan 
belas di Jerman sebagai sebuah zaman keemasan bagi keilmuan matematika! 
dan mereka tidak disalahkan berpendapat demikian, karena bahkan sebuah 
daftar pendek profesor-profesor universitas yang bekerja di sana ketika itu 
akan membuktikannya. Meski generasi-generasi matematika tenyata saling 
bersinggungan—seperti halnya juga gagasan-gagasannya—nama-nama besat 
dalam latar tersebut tahun 1870 adalah antara lain Georg Cantor, Richard 
Dedekind, Paul Gordan, Eudard Heine, David Hilbert, Otto Hilder, Adolf 
Hurwitz, Felix Klein, Leopold Kronecker, Ernst Kummer, Ferdinand 
Lindemann, Rudolf Lipschitz, Hermann Minkowksi, Moritz Pasch, dan Karl 
Weierstrass 

Tahun 1872 adalah waktu sangat penting bagi matematika dalam banyak 
aspeknya. Cantor meletakkan garis besar dari suatu lapangan penelitian yang 
sepenuhnya baru. Terdapat juga pidato Klein yang terkenal saat dirinya 
diangkat menjadi profesor di Erlangen. Tahun tersebut juga menyaksikan 


presentasi Weierstrass di hadapan Akademi Berlin mengenai contoh suatu 
fungsi nondiferensiabel yang kontinyu. Selain itu, Dedekind 
mempublikasikan Sretigheit und irrationale Zahlen, di mana dia 
mengkonstruksi bilangan-bilangan irrasional sehubungan dengan “potongan- 
potongan”-nya yang terkenal, Masalah bilangan irrasional telah ada sejak 
zaman Pythagoras, tetapi hingga tahun 1872 tidak ada upaya yang berhasil 
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untuk memberinya suatu makna matematis yang pasti. Bilangan-bilangan 
irrasional “ada” sebagai aproksimasi-aproksimasi desimal, dan dasar logis 
dari, misalnya, x, tidaklah lebih meyakinkan daripada aproksimasinya yang 
hingga 707 tempat desimal oleh William Shanks pada tahun 1853. Perhatian 
Cantor diarahkan pada persoalan-persoalan ini saat dia menyadari bahwa 
pemahaman mengenai sifat bilangan-bilangan irrasional berpangkal dari 
buktinya tentang keunikan representasi trigonometrik, Pada karya tulisnya 
tahun 1872. Cantor memikirkan suatu formulasi ketat untuk bilangan 
irrasional dengan menggunakan apa yang sekarang disebut barisan Cauchy 
Jadi, pada periode 1870-an, Weierstrass, Dedekind, dan Cantor semuanya 
berhasil untuk secara aljabar membangun teori-teori yang lengkap tentang 


bilangan-bilangan irrasional; namun demikian, untuk hal tersebut, mereka 
lebih memilih penggunaan intuisi teoretis himpunan daripada konsep limit. 


Sumber: David Eugene Smith Collection, Universitas Columbia 
Gambar 7.5 
Georg Cantor (1845-1918) 


Dipengaruhi pengajaran Weierstrass tentang analisis, penelitian awal 
Georg Cantor (1845-1918) terkait dengan deret trigonometrik, Serangkaian 
lima artikel yang dipublikasikan Cantor antara tahun 1870 dan 1872 
berpuncak pada upayanya untuk menunjukkan bahwa keunikan representasi 
suatu fungsi dengan deret geometrik berlaku bahkan jika konvergensi tidak 
dipenuhi untuk suatu himpunan infinit titik-titik dalam interval (0, 27). 
Karena bukti keunikan Cantor sangat bergantung pada sifat dari himpunan- 
himpunan titik tertentu pada garis real. dan bahkan tidak sedemikian 
bergantung pada deret trigonometrik, maka wajarlah dia jika dia menggali 
konsekuensi-konsekuensi dari yang pertama. 
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Kelahiran teori himpunan ditandai publikasi karya tulis Cantor 
selanjutnya. Uber cine Eigenshaft des Inbergriffes aller reelen algebraischen 
Zahlen (Tentang sebuah Sifat dari Sistem semua Bilangan Aljabar Real). 
yang ditemukan dalam Crelle's Journal tahun 1874. Pada dua dekade 
berikutnya, keperluan untuk membandingkan besarnya himpunan-himpunan 
infinit bilangan telah menggiring Cantor, meski hampir bertolak belakang 
dengan kehendaknya. ke arah gagasan bilangan-bilangan transfinit. 


Berkembang dari masalah-masalah khusus yang muncul dari representasi 
trigonometrik, dan mencapai artikulasi sepenuhnya dalam survei ekstensif 
Cantor, Beitrage zur Begründung der Transfiniten Mengenlehre tahun 1895 
(diterjemahkan ke dalam bahasa Inggris tahun 1915 dengan judul 
Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers), teori 
himpunan memperoleh otonominya sebagai cabang dari matematika. 

Cantor, dalam kata pengantar karya sinoptik hebatnya tahun 1895, 
mencoba untuk mendefinisikan apa yang dimaksudkannya sebagai himpunan 
(‘set’ dalam bahasa Inggris, atau Menge dalam bahasa Jerman), Kata-kata ini 
tidak asing lagi saat ini, meski pada masa itu belum lazim digunakan: 

Dengan istilah himpunan kita hendak memahami sebarang kumpulan ke 

dalam suatu keutuhan M yang terdiri atas objek-objek yang tertentu dani 

dapat-diperbedakan dalam intuisi atau pikiran kita. Objek-objek ing 
disebut elemen-elemen dari M. | 
Meskipun “kumpulan ke dalam suatu keutuhan” adalah parafrase terbaik 
yang mungkin diberikan untuk gagagan himpunan, istilah “tertentu” (definite) 
dan ‘dapat-diperbedakan’ (distinguishable) memiliki makna yang jelas bagi 
Cantor. Makna yang dimaksudkan untuk “tertentu” adalah bahwa diketahui 


suatu himpunan M, seseorang haruslah dapat memutuskan apakah sebarang 
elemen tertentu masuk ke dalam M; sifat ‘dapat-diperbedakan’ ditafsirkan 
dengan makna bahwa sebarang dua elemen dari himpunan yang sama adalah 
berbeda. Implikasinya adalah bahwa suatu himpunan ditentukan hanya oleh 
apa yang ada di dalamnya, yaitu, oleh elemen-elemennya 

Cantor mengkonsepsi gagasan himpunan dalam suatu cara yang seumum 


mungkin. Tidak ada restriksi apa pun pada sifat dari objek-objek yang 
dipertimbangkan maupun pada bagaimana objek-objek itu dikumpulkan ke 
dalam suatu keutuhan. Karena definisi ini tidak cukup pasti untuk 
mencegahnya dari penimbangan hal-hal seperti “himpunan dari semua 
himpunan,” definisi ini menuju pada beberapa paradoks terkenal terkait 
himpunan infinit. Paradoks-paradoks ini, mengancam fondasi-fondasi utama 
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logika dan matematika, menuntut pembenahan konsep sederhana Cantor 
tentang “himpunan.” Berbagai upaya perbaikan definisi ini gagal 
mengidentifikasi gagasan bahwa dewasa ini kita termudahkan dengan 
menetapkan himpunan dan elemen sebagai istilah-istilah yang tidak 
didefinisikan. 

Perlu ditegaskan bahwa sesungguhnya Cantor bukan satu-satunya orang. 
atau bahkan bukan yang pertama, yang tertarik dengan sifat-sifat dari 
himpunan infinit. Galileo melihat keadaan yang menarik bahwa bagian dari 
suatu himpunan infinit dapat, dalam arti tertentu, memuat elemen-elemen 


sebanyak elemen dalam himpunan keutuhannya. Dalam buku Dialogue 
Concerning the Two Chief World Systems (1632), Galileo melakukan 
pengamatan yang efektif “Banyaknya bilangan kuadrat sama dengan 
banyaknya bilangan karena banyaknya bilangan sama dengan banyaknya 
sakar-akar dari bilangan-bilangan itu.” Dia mempertanyakan manakah dari 
dua himpunan itu, bilangan kuadrat atau bilangan asli, yang lebih besar, 
Dengan melihat temuan tersebut sebagai teka-teki belaka, Galileo 
meninggalkan kajiannya yang tampak tidak dapat dijelaskan dengan 


Cantor memberikan sebuah makna yang singkat-padat untuk “sama- 
banyak” dengan interpretasi di mana frase itu menyaratkan bahwa terdapat 
korespondensi satu-satu di antara dua himpunan yang sedang dikaji: 

Dua himpunan M dan M “adalah ekuivalen (sama-potensi, sama-banyak), 

ditulis M ~ M”. jika terdapat suatu korespondensi satu-satu di antara 

elemen-elemen dalam dua himpunan itu. 
Jelas bahwa dua himpunan finit adalah ekuivalen dengan syarat bahwa 
himpunan-himpunan itu memiliki jumlah elemen yang sama. Namun 
demikian, definisi Cantor untuk ekuivalensi tidak menggunakan notasi 
keberhinggaan dalam cara mendasar mana pun, Definisi itu hanya bergantung 
pada gagasan korespondensi satu-satu, yang dapat diterapkan pada semua 
himpunan, finit atau pun tidak. Pada contoh Galileo, himpunan bilangan asli 
adalah ekuivalen dengan himpunan bilangan kuadrat sempurna melalui 
bilangan kuadratnya, n°. Ini 


pemetaan yang mengirimkan bilangan asli n ki 
menunjukkan bahwa sebuah himpunan mungkin saja ekuivalen dengan 
himpunan bagiannya sendiri 

Sampai saat ini, istilah-istilah himpunan finit dan himpunan infinit telah 
digunakan dalam cara informal, tetapi istilah-istilah tersebut dapat diberi 
makna yang pasti melalui gagasan ekuivalensi, Karena pengalaman sehari- 
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hari melibatkan penanganan himpunan-himpunan finit saja, maka kebiasaan 
umumnya adalah terlebih dahulu mendefinisikan sebuah himpunan finit 
dalam pemaknaan yang pasti, dan kemudian mengambil sebuah himpunan 
infinit sebagai himpunan yang tidak finit: 

Suatu himpunan M adalah finit jika himpunan itu kosong atau terdapat 
sebuah bilangan asli n sedemikian hingga M ~ (1, 2, 3, .... a); jika tidak 
demikian, M adalah infinit. 

Langkah-langkah positif pertama menuju teori himpunan dilakukan pada 
pertengahan abad kesembilan belas oleh Bernhard Bolzano (1781-1848). 
Sayangnya, sebagian besar tulisan matematis Bolzano tetap dalam bentuk 
naskah dan tidak menarik perhatian para matematikawan sezamannya atau 


pun secara langsung mempengaruhi perkembangan matematika. (Banyak di 
antaranya baru diterbitkan untuk pertama kalinya pada tahun 1962.) Risalah 
kecil Bolzano, Paradoxien des Unendlichen (Paradoks Infinitas), diterbitkan 
tiga tahun setelah dia wafat oleh seorang murid yang menjadi sahabatnya, 
memuat banyak penggulan yang menarik tentang teori himpunang 
sebenarnya, istilah himpunan pertama kali muncul di sini, Tidak asing lagi 
dengan paradoks Galileo tentang korespondensi satu-satu di antara bilangan 
asli dan kuadrat sempurna, Bolzano memperluas tema tersebut dengan 
memberikan lebih banyak contoh korespondensi-korespondensi di antarg 
elemen-elemen dari suatu himpunan infinit dan suatu himpunan bagian 
sebenarnya (‘proper subset"). Apa yang telah membingungkan Galileo dan 


apa yang Bolzano telah anggap sebagai suatu sifat yang menarik dari 


himpunan-himpunan infinit gkat oleh Dedekind—yang memperoleh 
gelar doktornya di bawah bimbingan Gauss—ke status suatu definisi untuk 
himpunan infinit. Pada tahun 1888, Dedekind mempublikasikan sebuah 
pamflet. Was Sind und was sollen die Zahlen (Sifat dan Arti Bilangan), di 
mana dia mengajukan suatu definisi himpunan infinit yang tidak merujuk 
secara eksplisit ke konsep bilang 


asli: 


Suatu himpunan M adalah infinit jika himpunan itu ekuivalen dengan 
himpunan bagian sebenarnya dari himpunan itu sendiri; dalam kasus lain, M 
adalah finit, 

Definisi ini diadopsi oleh Cantor dan dikembangkannya dalam arahan yang 
sejalan dengan teman pribadinya tersebut, Dedekind. 

Cantor mencurahkan banyak upaya untuk mempertahankan diri dari 
tentangan banyak matematikawan yang memandang sifat ‘infinit (tak- 
hingga) lebih sebagai suatu deskripsi perkembangan tak-terbatas, 
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“unbounded growth,” yang dilambangkan simbol seperti æ, daripada sebagai 


suatu kuantitas yang tercapai. Berdasarkan konsepsi tradistonal, sifat infinit 
adalah layaknya “meningkat melampaui semua batas, tetapi selalu masih 


finit.” Sebagaimana hadir dalam garapan Cantor, infinit bersifat “tertetapkan 
secara matematis oleh bilangan-bilangan dalam bentuk yang tertentu dari 
yaitu 


suatu keutuhan yang tuntas,” Hal yung paling mengusik para kritikus 
bahwa suatu himpunan yang “benar-benar infinit” adalah abstraksi yang tidak 
mungkin memiliki realitas fisik yang berkorespondensi dengannya —tidak 
terdapat evidensi yang menunjukkan bahwa kumpulan-kumpulan infinit 
objek fisik memang ada. Pandangan siapakah yang memiliki otoritas lebih 
tinggi daripada pandangan Pangeran Matematika, Carl Friedrich Gauss? 
Pengaruh tokoh monumental ini mewarnai kancah matematika hingga hampir 
akhir abad ke-19. Dalam sepucuk surat terkenal darinya kepada Schumacher. 
ditulis tahun 1831, Gauss mengemukakan horor infinit 

Berkenaan dengan bukti Anda, saya harus utarakan kebera 
pada pemaknaan sifat infinit (tak-hingga) sebagai sesuatu yang tertuntaskan, 
karena ini tidak pernah dibolehkan dalam matematika. Infinit hanyalah gaya 
bahasa: suatu singkatan dari pernyataan bahwa limit-limit ada, yang rasio- 
fasio tertentu mungkin dekati sedekat mungkin semau kita, sedangkan 
besaran-besaran lain dibolehkan meningkat melampaui semua batas... Tidak 
ada kontradiksi yang muncul sepanjang Manusia Yang Terbatas tidak keliru 
memaknai infinit sebagai tetap (“fixed”), sepanjang dia tidak berpandangan 
bahwa infinit adalah terbatas (‘bounded’), 

Tidak puas hanya mendefinisikan himpunan-himpunan infinit, Cantor 
mengajukan sesuatu yang lebih mengejutkan dan bertentangan dengan 
tradisi —membubuhi tiap himpunan dengan bilangan yang mewakili 
pluralitasnya. Ini memungkinkannya untuk memperbedakan himpunan- 
himpunan infinit menurut “ukuran,” dan untuk menunjukkan, misaln 
bahwa terdapat “lebih banyak” bilangan real daripada bilangan bulat. Upaya 
Cantor untuk mengukur himpunan-himpunan ini kemudian menuntunnya 
untuk memperkenalkan bilangan-bilangan kardinal. Beberapa 


an terkeras 


matematikawan ketika itu dapat menerima gagasan-gagasan Cantor, meski 
dengan berat hati, Sebenarn bilangan infinit-lah yang terlarang, dan 


penggunaannya memaksa Cantor untuk menjalani sisa hidupnya dalam 
hantaman badai. 

Leopold Kronecker (1823-1891), salah seorang profesor yang pernah 
mengajar Cantor, menjadi fokus dari permasalahan yang dialami Cantor. 
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Kronecker telah berkontribusi penting bagi aljabar tingkat tinggi, tetapi 
dalam hal terkait fondasi-fondasi matematika dia hanya lebih cenderung 
mengkritik upaya-upaya para matematikawan sezamannya. Kronecker tidak 
saja menolak keras penggunaan himpunan-himpunan infinit oleh Cantor 
tetapi juga terhadap sebagian besar analisis ketika itu. Dalam membangun 
aritmetika bilangan-bilangan transfinit yang analogi dengan aritmetika biasa, 
Cantor mendapatkan kecaman yang sangat tajam dan panjang. Tetapi, dalam 
kontroversi pahit tersebut, dia mendapatkan dukungan dari sesama 
matematikawan tertentu, terutama Dedekind, Weierstrass, dan Hilbert. 

Dari sudut pandang masa kini, kita menyaksikan bahwa Cantor 
memperoleh, dari gencrasi para matematikawan setelahnya, sebentuk 


pengakuan yang tidak diberikan oleh kebanyakan matematikawan 
sezamannya. Meskipun penemuan paradoks-paradoks infinit memaksa 
Cantor untuk memodifikasi banyak dari gagasan-gagasannya, tetapi konsep 
konsep utama dari teori himpunan telah menjadi batu pijakan dalam fondasi 
fondasi dari banyak cabang matematika lainnya. 


AA LATIHAN 


== = 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! | 


1) Sebutkan kontribusi Cauchy dan Weierstrass bagi perkembangan 
matematika dan julukan yang disandang oleh masing -masingn ya! 

2) Sebutkan kontribusi matematikawan George Peacock bagi 
perkembangan matematika! 

3) Kapan dan oleh siapakah istilah bilangan “imajiner” mulai 
diperkenalkan? 

4) Sebutkan dua lapangan matematika yang menjadi ketertarikan Arthur 
Cayley! 

5) Jelaskan pemaknaan istilah ‘infinit” menurut konsepsi tradisional dan 
menurut pandangan Georg Cantor! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Dua matemaukawan ini berkontribusi bagi perkembangan analisis. Pada 
khususnya, Cauchy menjadi orang yang berhasil mengembangkan 
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sebuah teori limit-limit yang dapat diterima dengan mengangkat standar 
kel an yang tinggi. Cauchy disebut sebagai “pencipta kalkulus dalam 
pemaknaan modern.” Lain hal, Weierstrass adalah tokoh matematikawan 
yang membawa analisis menuju keketatan yang lebih pasti lagi sehingga 
dia disebut sebagai Bapak Analisis Modern, 

George Peacock (1791-1858) adalah penulis Treatise of Algebra, sebuah 
teks yang ditulis menanggapi penolakan terus-menerus terhadap validitas 
bilangan negatif dalam aljabar umum. Peacock berupaya membebaskan 
aljabar dari dasar aritmetiknya dengan membedakan “aljabar aritmetik” 
dan “aljabar simbolik.” Tetapi, karena aljabar abstrak Peacock tidak 
pernah mencapai kebebasan matematis untuk meninggalkan aturan- 


aturan aritmetik tradisional, maka aljabar ini gagal mewujudkan manfaat 
potensialnya. 

93) Pada tahun 1687 oleh matematikawan Perancis, Descartes. 

4) Arthur Cayley (1821-1895) tertarik dengan teori matriks dan teori grup. 

5) Menurut konsepsi tradisional, infinit berarti “meningkat melampaui 
semua batas, tetapi selalu masih finit” Di sisi lain, bagi Cantor, infinit 
berarti “tertetapkan secara matematis oleh bilangan-bilangan dalam 
bentuk tertentu dari suatu keutuhan yang tuntas.” 


A) RANGKUMAN 


Para matematikawan terkemuka akhir abad ke-18, d'Alembert, 
Euler din Lagrange, masing-masing dengan pendekatan yang berbeda, 
tidak berhasil memberikan suatu fondasi yang memuaskan bagi kalkulus. 
Pada masa selanjutnya, Augustin Louis Cauchy (1789-1857) berhasil 
mengembangkan sebuah teori limit-limit yang dapat diterima. 

George Peacock (1791-1858) menandai tonggak penting aljabar 
abstrak sebagaimana kita mengenalnya saat ini. Tetapi, aljabar y 
digagasnya dalam Treatise of Algebra (1830) menggeneralisasi hanya 
simbol-simbol dan bukan operasi-operasi sehingga tidak dapat 
mendeskripsikan sistem aljabar yang tidak memiliki sifat perkalian 
komutatif 

W. R. Hamilton (1805-1865) berkontribusi penting untuk 
mengukuhkan teori bilangan kompleks pada suatu dasar matematika 
yang kokoh. Konsepsi bilangan-bilangan kompleks sebagai pasangan- 
pasangan bilangan merupakan pencapaian terbesar Hamilton dalam 
aljabar. lebih penting daripada kuarternion. Setelah dobrakan penting 
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Hamilton dalam aljabar, beberapa perkembangan penting selanjutnya 
dalam aljabar terkaitkan amara lain dengan dua orang matematikawan 
Inggris, Arthur Cayley dan George Boole. 

Kelahiran teori himpunan ditandai dengan publikasi karya tulis 
Cantor, Uber eine Eigenshaft des Inbergriffes aller reelen aleebraischen 
Zahlen (Tentang sebuah Sifat dari Sistem semua Bilangan Aljabar Real), 
yang diterbitkan dalam Crelle's Journal tahun 1874, Meskipun 
penemuan paradoks-paradoks infinit memaksa Cantor untuk 
memodifikasi banyak gagasannya, tetapi konsep-konsep utama dari teori 
himpunan telah menjadi batu pijakan dalam fondasi-fondasi dari banyak 
cabang matematika lainnya 


A TES FORMATIF Z 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


| 
1) Sebutkan dua jalur yang lazim ditempuh pada abad ke-18 untuk 


menjustifikasi fondasi logis bilangan kompleks! 

2) Sebutkan empat matematikawan dalam perkembangan aljabar abad ke= 
19 yang Anda kaji dalam modul ini berikut kontribusi mereka masing > 
masing! 

3) Jelaskan pandangan Boole tentang hubungan dan nilai penting dari 
aturan, simbol, dan makna dalam aljabar! | 

4) Jelaskan pemaknaan Cantor untuk istilah “tertentu” dan “dapat- 
diperbedakan” dalam kajian tentang himpunan! 

5) Jelaskan mengapa definisi Cantor untuk himpunan akhirnya menuju 
kepada paradoks terkenal terkait himpunan infinit! 
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Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar, 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2 


- Jumlah Jawaban yang Benar 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
mencruskan dengan Kegiatan Belajar 3. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 


pe 
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Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar, 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2 


- Jumlah Jawaban yang Benar 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
mencruskan dengan Kegiatan Belajar 3. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 
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Tes Formatif 2 


1) Pendekatan yang berupaya untuk menanamkan bilangan kompleks dalam 
interpretasi geometrik, dan satu pendekatan lain yang menuntut 
perluasan konsep bilangan ke suatu “field aritmetik” lebih luas yang 
akan mewadahinya 

2) George Peacock, pengenalan aljabar aritmetik dan aljabar simbolik: 
William Rowan Hamilton, konsepsi bilangan-bilangan kompleks sebagai 
pasangan-pasangan bilangan, serta kuarternion: Arthur Cayley, teori 
invarian dan teori matriks: George Boole, aljabar logika. 

3) Boole, untuk membebaskan aljabar dari “aritmetika biasa,” memandang 
bahwa aturan-aturan yang simbol-simbol taati adalah hal-hal yang 
penting dalam aljabar, dan tidak sedemikian halnya dengan makna yang 
seseorang lekatkan pada simbol-simbol itu. Khususnya, simbol-simbol 
aljabar tidak mesti mewakili bilangan-bilangan 

$) Makna untuk “tertentu” adalah bahwa diketahui suatu himpunan M, 
seseorang haruslah dapat memutuskan apakah sebarang elemen tertentu 
masuk ke dalam M; sifat ‘dapat-diperbedakan’ ditafsirkan dengan makna 
bahwa sebarang dua elemen dari himpunan yang sama adalah berbeda. 


th- 


Cantor mengisyaratkan bahwa suatu himpunan ditentukan hanya oleh 
apa yang ada di dalamnya, yaitu, oleh elemen-clemennya. Paradoks 
terkait himpunan infinit terjadi karena Cantor mengkonsepsi gagasan 
himpunan dalam suatu cara yang seumum mungkin—tidak cukup pasti. 
Tidak ada restriksi apa pun pada sifat dari objek-objek yang 
dipertimbangkan maupun pada bagaimana objek-objek itu dikumpulkan 


ke dalam suatu keutuhan, (Di sisi lain, dewasa ini, kita termudahkan 
dengan menetapkan himpunan dan elemen sebagai istilah-istilah yang 
tidak didefinisikan.) 


= 3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:05 @ AA - 


< Library = Daftar Pusta 


© PEMA4101/ MODUL 7 7,41 


Daftar Pustaka 


Anglin, W.S. (1994), Mathematics: A Concise History and Philosophy. New 
York: Springer-Verlag. 


Artmann, B. (1998). Euclid—The Creation of Mathematics. New York: 
Springer-Verlag 


Aspray, W, & Kitcher, P. (eds.). (1988). History and Philosophy of Modern 
Mathematics, Minneapolis, MN: The University of Minnesota Press. 


Bell, E.T. (1986). Men of Mathemutics, New York; Simon and Schuster 


Burton, D. M. (2007). The History of Mathematics: An Introduction. New 
York: McGraw-Hill. 


Cumo, S. (2001). Ancient Mathematics, New York: Routledge. 


Fowler, D. H. (1998). The Mathematics of Plato's Academy: A New 
Reconstructions. Oxford: Clarendon Press. 


Knorr, W. (1986). The Ancient Traditions in Geometric Problems. Boston 
Birkhauser. 


Menniger, K. (1992). Number Words and Number Symbols; A Cultural 
History of Numbers. Cambridge, Mass.: M.LT, Press. (Dover Reprint, 
1992). 


Plato. (1961). The Collected Dialogues of Plato, ed. oleh Edith Hamilton dan 
Huntingdon Cairns. Princeton: Princeton University Press. 


Stein, S. (1999). Archimedes: What Did He Do Besides Cry Eureka? 
Washington, D.C.: Mathematical Association of America 


Strohmeier, J. & Westbrook, P. (1999), Divine Harmony: The Life and 
Teachings of Pythagoras. Berkeley, Calif.: Berkeley Hills Book. 


Suzuki, J. (2002). A History of Mathematics. Upper Saddle River, N. J.: 
Prentice Hall 


pe 


= 3 Q 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:05 Y A 02 


< Library = Modul 8 


MODUL 8 


Rasionalisme dan Empirisisme 
Dalam Filsafat Matematika 


Prof. Dr. Wahyudin, M.Si. 
[=== PENDAHULUAN 


P ada bagian yang berjudul Rasionalisme dan Empirisisme dalam Filsafat 
Matematika ini disajikan suatu tinjauan ringkas dan umum tentang 
filsafat matematika dan pandangan-pandangan mengenai matematika dari 
beberapa filsuf dalam sejarah 


Kegiatan Belajar | terlebih dahulu membahas tentang hubungan anti 
matematika dan filsafat serta hubungan antara matematika dan filsafat 
matematika. Selanjutnya, dalam Kegiatan Belajar 2 dibahas tentang 
pandangan-pandangan filsafat kuno khususnya rasionalisme Plato dan benih 
empirisisme Aristoteles tentang matematika. Akhirnya, dalam Kegiatan 
Belajar 3, disajikan bahasan tentang pandangan-pandangan dari apa yang 
disebut ‘periode modem’ dalam fils: 
Immanuel Kant dan John Stuart Mill. 

Gagasan utama pada bagian ini adalah untuk mengilustrasikan seorang 


at matematika. khususnya mengenal 


rasionalis teguh (Plato)—filsuf yang menganut paham bahwa pikiran 
manusia semata mampu mencapai pengetahuan substansial tentang dunia 
dan seorang empirisis teguh (Mill)—filsuf yang melandaskan semua, atau 


hampir semua, pengetahuan pada observasi. Kant mengupayakan suatu 


sintesis heroik antara rasionalisme dan empirisisme, dengan mengadopsi 
berbagai kekuatan dan menghindari kelemahan dari masing-masingnya, Para 
filsuf tersebut adalah pelopor bagi banyak pandangan masa kini tentang 
matematika. 
Setelah menyelesaikan modul ini, Anda diharapkan memiliki berbagai 
kemampuan sebagai berikut: 
1. menjelaskan hubungan antara matematika, filsafat, dan filsafat 
matematika, 
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w 


menjelaskan perbedaan antara rasionalisme Plato dan benih empirisisme 
Aristoteles; 

3. menjelaskan sifat-sifat matematika dalam perspektif Kantian: 
menjelaskan sifat-sifat matematika dalam perspektif empirisisme Mill. 
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KEGIATAN BELAJAR 1 


Matematika, Filsafat, dan Filsafat Matematika 


A. HUBUNGAN MATEMATIKA DAN FILSAFAT 


Di sepanjang sejarah para filsuf telah tertarik secara khusus kepada 
matematika. Dikisahkan, pada gerbang Akademi Plato tertera pesan “Barang 
siapa awam geometri dilarang masuk.” Filsafat Platonik memandang 
matematika sebagai pelatihan yang tepat untuk memahami Alam Semesta 


sejati, bukan sebagaimana Alam Semesta yang tampak, Plato tiba pada 
pandangan-pandangan demikian dengan merenungkan temput matematika 
dalam pengumpulan pengetahuan rasional, Sebelum pengelompokan 
institusi-institusi akademik secara ckstensif, banyak matematikawan adalah 
juga filsuf. Tokoh-tokoh seperti René Descartes, Gottfried Wilhelm Leibniz, 
dan Blaise Pascal adalah beberapa contohnya, dan dari masa lebih kini kita 
pun mengenal Bernard Bolzano, Bertrand Russell, Alfred North Whitehead, 
David Hilbert, Gottlob Frege. Alonzo Church, Kurt Gödel, serta Alfred 
Tarski. Sampai baru-baru ini, hampir setiap filsuf menyadari nilai penting 
matematika dan memiliki ketertarikan profesional terhadapnya. 

Rasionalisme adalah suatu aliran filsafat yang dapat dianggap sebaga 
upaya untuk memperluas metodologi yang dipersepsi dari matematika ke 
seluruh ilmu pengetahuan, Para rasionalis terkesan dengan fondasi kokoh 
yang dimiliki matematika yang dilandaskan pada rasionalitas murni, Mereka 
mencoba untuk mendasarkan semua pengetahuan pada landasan yang s: 


Sains, etika, dan sebagainya harus pula dikembangkan dengan memberikan 
demonstrasi-demonstrasi ketat dari penalaran semata bagi pernyataan- 
pernyataannya. Rasionalisme dapat ditelusuri ke Plato, dan bertahan pada 
abad ke-17 dan awal abad ke-18 dalam tulisan-tulisan Descartes, Baruch 
Spinoza, dan Leibniz 

Sangkalan utama terhadap rasionalisme adalah empirisisme, yaitu suatu 
pandangan bahwa pengalaman inderawi, dan bukanlah penalaran murni, yang 
merupakan sumber bagi pengetahuan. Pandangan ini dapat ditelusuri ke 
Aristoteles, yang adalah murid dari Plato, dan dilanjutkan oleh para penulis 
Inggris seperti John Locke, George Berkeley, David Hume, dan John Stuart 
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Mill. Tradisi empirisisme diwariskan kepada para penganut positivisme logis 
dan tokoh-tokoh Lingkaran Vienna, termasuk Moritz Schlick, Rudolf Carnap, 
dan A. J, Ayer, dan bermuara saat ini dalam karya Bas van Fraassen dan W. 
V. O. Quine. Karena pengetahuan matematis tampaknya didasarkan pada 
bukti, bukan observasi, maka matematika adalah kontracontoh yang jelas 
terhadap tesis utama empirisisme. Memang, matematika adakalanya 
dipandang sebagai suatu paradigma pengetahuan a priori—pengetahuan yang 
mendahalui, dan lepas dari, pengalaman. 

Saat ini kita melihat spesialisasi ekstensif di dalam semua bidang 
akademik. Para matematikawan dan filsuf seringkali sukar memahami 
penelitian sesama mereka dalam jurusan-jurusan mereka sendiri, Para pakar 
aljabar tidak dapat mengikuti perkembangan-perkembangan dalam analisis: 
garapan dalam filsafat fisika tidak terpahami dengan mudah oleh para filsuf 
Ketika: Oleh karena itu, tidak ada banyak keterkaitan yang langsung dan 
ematika utama dan filsafat utama, Namun demikian, 


disadari antara r 
matematika tidak jauh dari kajian bidang-bidang filsafat seperti epistemologi, 
Metafisika, logika, sains kognitif, filsafat bahasa, dan filsafat sains alam dan 
$ains sosial. Di sisi lain, filsafat juga tidak jauh dari kajian bidang-bidang 
matematis seperti logika, teori himpunan, teori kategori, komputabihtas, dan 
bahkan analisis dan geometri. Logika diajarkan dalam jurusan matematika 
(maupun jurusan filsafat di berbagai belahan dunia 

Terdapat beberapa alasan hubungan antara matematika dan filsafat. 


Pertama, matematika dan filsafat merupakan upaya-upaya intelektual paling 
awal untuk memahami dunia di sekitar kita, dan keduanya terlahir di Yunani 
Kuno atau mengalami transformasi-transformasi penting di sana. Kedua, dan 
lebih sentral, matematika adalah suatu studi kasus penting bagi filsuf. Banyak 
perkara dalam agenda filsafat kontemporer memiliki formulasi-formulasi 
yang sangat jelas saat berfokus pada matematika. Ini meliputi perihal 
epistemologi, ontologi, semantik, dan logika. 

Alasan ketiga untuk keterkaitan matematika dan filsafat terletak pada 
epistemologi—studi pengetahuan. Matematika sangat penting karena peran 
sentralnya dalam hampir setiap upaya ilmiah yang ditujukan untuk 
memahami dunia materi. Pada kemunduran rasionalisme, matematika tidak 
lagi berperan sebagai suatu model atau studi kasus bagi sains-sains empiris. 
Meski demikian, sains menggunakan matematika. Matematika adalah suatu 


alat utama dalam upaya-upaya terbaik kita untuk memahami dunia. Ini berarti 
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bahwa filsafat matematika adalah suatu cabang epistemologi, dan bahwa 
matematika merupakan sebuah kasus penting untuk epistemologi dan 
metafisika umum. Apakah tentang matematika yang menjadikannya perlu 
bagi pemahaman ilmiah tentang alam semesta fisika dan sosial? Apakah 


tentang alam semesta—alau tentang kita—yang memungkinkan peran sentral 
matematiku dalam upaya untuk memahaminya? 


B. HUBUNGAN MATEMATIKA DAN FILSAFAT MATEMATIKA 


an ini akan membahas secara singkat tentang hubungan antara 
matematika dan filsafat matematika. Di sini akan dijawab dua pertanyaan: 
Sejauh mana filsafat menentukan praktik yang tepat dari matematika? 
Sebaliknya, sejauh mana praktik otonom dari matematika menentukan 
filsafat yang tepat bagi matematika? 

Sedemikian lama, para filsuf dan beberapa matematikawan berkeyakinan 
bahwa persoalan filosofis, misalnya metafisika dan ontologi, menentukan) 
praktik yang tepat bagi matematika. Plato, misalnya, memandang bahwa 
bidang kajian matematika adalah suatu alam ideal yang abadi dan tidak 


mengalami perubahan. Objek-objek matematis, misalnya bilangan dan objek; 
objek geometrik, bersifat tidak dapat diciptakan atau dihancurkan, dan objek 3 
objek itu pun tidak dapat diubah-ubah. Objek-objek yang abadi dan tidak 
berubah tidak tunduk kepada konstruksi dan perpindahan. Namun demikian 
hampir setiap sumber geometri kuno, termasuk Elements dari Euclid, secara 
ekstensif menggunakan bahasa dinamis konstruktif: garis dilukis, bangun 
diputar, fungsi diterapkan, dan sebagainya. Jika filsafat Plato tersebut benar, 
maka bahasa dinamis menjadi tidak bermakna. 

Kita boleh berpikir bahwa perbedaan pandangan seperti itu muncul 
ah peristilahan. Euclid menuliskan bahwa di antara 


terutama karena masal 


sebarang dua titik kita dapar melukis sebuah garis lurus, Menurut para 
Platonis. kita tidak dapat berbuat demikian, tetapi mereka barangkali dapat 
menginterpretasi ulang prinsip ini. Hilbert dalam Grundlagen der Geometrie 
(1899) mencantumkan sebuah aksioma yang benar secara Platonistik bahwa 
di antara sebarang dua titik terdapat suatu garis lurus. Hilbert dan Euclid 
tampaknya mengatakan hal yang sama jika bahasa-bahasa mereka dipahami 
dengan tepat. Plato sendiri tidak mengalami kesulitan besar dalam 
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menginterpretasikan para geometer di zamannya—dia terutama mengeluhkan 
tentang bahasa mereka, bukan geometri yang ada ketika itu 

Namun demikian, situasi yang sebenarnya tidak sesederhana itu, baik 
dari alasan-alasan yang bersifat matematis maupun filosofis. Misalnya, 
permasalahan yang telah lama ada berkenaan dengan membagi tiga sudut, 
mempersegikan lingkaran, dan menggandakan kubus bukanlah pertanyaan- 
pertanyaan tentang eksistensi, Pada abad ke-20, perdebatan di sekitar 
intuisionisme memberikan satu contoh Jain yang jelas mengenai tantangan 
filosofis terhadap praktik matematika. Para intuisionis tradisional berada di 
sisi yang bertolak belakang terhadap Plato, mereka berpandangan bahwa 
objek-objek matematis adalah konstruksi-konstruksi mental, sehingga 
pernyataan-pernyataan matematis harus menunjuk kepada konstruksi mental. 
Misalnya, L. E. J, Brouwer (1948) memandang bahwa matematika 
intuisionistik, yang dikembangkan secara ketat dari sudut pandang deduksi 
Teorema-teorema secara ekslusif dengan menggunakan konstruksi 
(introspektif, adalah berbeda dari matematika klasik karena matematika klasik 
meyakini eksistensi kebenaran-kebenaran yang tidak dapat diketahui. 


Selanjutnya, Arend Heyting (1956) menyebutkan bahwa di dalam studi 
'konstnuksi-konstruksi matematis mental, ‘ada’ bersinonim dengan 
Adikonstruksi” 

Para intuisionis berpandangan bahwa filsafat memiliki konsekuensi- 
konsekuensi yang terkait dengan praktik yang tepat bagi matematika, 
Terutama, mereka menyangkal validitas dari hukum excluded middle, suatu 
tesis bahwa untuk sebarang pernyataan D. @ adalah benar atau, jika tidak 
demikian, b adalah salah—dalam simbol-simbol & v =. Mereka 
berpandang 
padanya, merupakan gejala ketaatan kepada eksistensi transendental dari 
pernyataan-pernyataan matematis, Para intuisionis memandang bahwa karena 
bilangan-bilangan bersifat mental, maka logika klasik harus memberi jalan 


n bahwa hukum tersebut, dan prinsip-prinsip yang didasarkan 


bagi logika intuisionistik, atau yang ka 
konstruktif, 
Perdebatan metodologis seperti yang disebutkan di atas tampak berkisar 


ang-kadang juga disebut logika 


pada pertimbangan-pertimbangan filosofis. Orientasi yang tersiratkan oleh 
situasi semacam ini adalah bahwa Filsafat mendahului praktik dalam segi 
metafisik yang dalam. Bahkan, pada tingkatan yang fundamental, filsafat 
menentukan praktik. Ini berarti bahwa seseorang terlebih dahulu 
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mendeskripsikan atau mengungkap apakah matematika itu sesungguhnya 

apakah, misalnya, entitas-entilas matematis itu bersifat objektif atau 
tergantung pada pikiran, Ini menetapkan bagaimana matematika hendaknya 
dilakukan. Seseorang yang meyakini eksistensi independen dari objek-objek 
matematis akan menerima, misalnya, hukum ‘excluded middle’ dalam logika. 
Di sini, perspektif yang demikian akan disebut prinsip filsafat-dahulu 
Gagasan dalam prinsip ini adalah kita terlebih dahulu memikirkan apa 
sebenarnya yang kita bicarakan, dan setelah itu barulah memikirkan apa yang 


hendaknya dikatakan tentangnya dalam matematika itu sendiri. Di dalam 
istilah-istilah tradisional. pandangan ini bermakna bahwa filsafat memberikan 
prinsip-prinsip pertama untuk sains-sains khusus seperti matematika. 

Beberapa filsuf cenderung mengabaikan fakta bahwa prinsip filsafat- 
dahulu tidak sesuai dengan sejarah matematika. Mereka mengakui “data” dari 

a praktik dan sejarah, tetapi mempertahankan suatu klaim normatif bahwa 
matematika harus didominasi oleh filsafat dan, bersama Plato, Brouwer, 
Poincaré, Kronecker, dan lain-lainnya, filsuf-filsuf ini bersikap kritis 
terhadap para matematikawan apabila mereka mengabaikan atau melanggar 
prinsip-prinsip pertama filosofis yang benar. Beberapa dari mereka 
memandang bahwa bagian-bagian dari matematika masa kini adalah tida! 
koheren, tanpa disadari oleh para praktisi yang dengan suka cita terus 
menjalankan praktik keliru mereka. Untuk mengejar klaim normatif tersebut) 
seorang filsuf barangkali merumuskan suatu telos untuk matematika dan 
kemudian memperdebatkan bahwa para matematikawan tidak menerima telos 
ini padahal seharusnya menerimanya, atau jika tidak demikian, bahwa para 
matematikawan secara implisit menerima telos ini terapi tidak bertindak 
dalam cara-cara yang seharusnya ditempuh. 

Namun demikian, beberapa filsuf, barangkali sebagian besar dari 
mereka, menolak prinsip filsafat-dahulu karena mereka meyakini bahwa 
tujuan dari filsafat matematika adalah untuk memberikan penjelasan yang 
koheren tentang matematika, dan mau tidak mau, matematika a h apa 
yang para matematikawan lakukan, Pada sisi ekstrimnya terdapat pandangan 


yang sangat bertolak belakang terhadap prinsip filsafat-dahulu, yaitu tesis 
bahwa filsafat tidak relevan dengan matematika. Pada perspektif ini, 
matematika memiliki kehidupannya sendin yang sangat lepas dari 
pertimbangan-pertimbangan filosofis mana pun. Suatu pandangan filosofis 
tidak memiliki sesuatu pun untuk disumbangkan kepada matematika dan 
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mungkin saja menjadi cara berpikir sesat yang tidak berarti, hanya suatu 
pengembaraan dan upaya campur tangan dari pihak luar, Filsafat sebaik- 
baiknya hanya dapat berperan sebagai abdi yang tidak penting bagi 
matematika. Jika pun filsafat memang mendapatkan peran, maka tugas itu 
adalah memberikan penjelasan yang koheren tentang matematika 
sebagaimana dipraktikkan sampai sejauh itu. Ini disebut prinsip filsafat- 
terakhir-jika-memang 

Barangkali penggunaan peristilahan filsafat-dahulu dan filsafat-terakhir- 
jika-memang menimbulkan kontras yang terlalu tajam. Beberapa 
matematikawan memang memperhatikan filsafat, dan menggunakannya, 
paling tidak, sebagai panduan kerja mereka, Bahkan jika pun tidak terdapat 
prinsip-prinsip pertama filosofis, filsafat dapat menentukan arahan bagi 
penelitian dalam matematika, Paul Bernays (1935). misalnya, dapat dianggap 
menolak prinsip filsafat-terakhur, saat dia menuliskan bahwa nilai dari 


, 


konsepsi-konsepsi matematis yang terinspirasi oleh pandangan Platonistik 
(melengkapi model-model yang bertahan dengan kesederhanaan dan kekuatan 
logis. Beberapa pakar pengamat berpendapat bahwa matematika telah 
(menjadi serangkaian disiplin ilmu yang sangat terspesialisasi dan tidak 
ferorientasi, di mana bahkan pakar-pakar dalam bidang-bidang yang masih 
berkaitan tidak mampu memahami kerja mereka satu sama lain. Filsafat 
dapat membantu untuk memberikan orientasi dan arahan, bahkan jika filsafat 
Midak memberikan prinsip-prinsip pertama. 

Barangkali kita dapat menerima bahwa filsafat dan matematika terjalin 
secara dekat, tetapi tidak saling mendominasi, Pada perspektif ini, cara yang 
benar untuk melakukan matematika bukan merupakan konsekuensi langsung 
dari filsafat yang benar, dan di sisi Jain, tidak pula filsafat matematika yang 
benar merupakan konsekuensi langsung dari matematika sebagaimana ja 
dipraktikkan. 

Kerja seorang filsuf dalam matematika adalah memberi penjelasan 
tentang matematika dan kedudukannya dalam kehidupan intelektual kita. 
Apakah bidang kajian dari matematika (ontologi)? Apakah hubungan antara 
bidang kajian matematika dan bidang kajian sains yang memungkinkan 
aplikasi dan fertilisasi silang yang sedemikian ekstensif? Bagaimana kita 
dapat melakukan dan mengetahui matematika (epistemologi)? Bagaimana 
matematika dapat diajarkan? Bagaimana bahasa matematis hendaknya 
dipahami (semantik)? Ringkasnya, dia harus mengatakan sesuatu tentang 
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matematika, sesuatu tentang aplikasi-aplikasi matematika, sesuatu tentang 
bahasa matematis, dan sesuatu tentang diri kita sendiri, Suatu tugas yang 
besar, meski tanpa melibatkan pengungkapan prinsip-prinsip pertama 

Tujuan utama dari filsafat matematika adalah menginterpretasi 
matematika, dan dengan begitu menjelaskan kedudukan matematika dalam 
dunia intelektual secara keseluruhan. Filsafat matematika barangkali 
dilakukan oleh mereka yang peduli tentang matematika dan ingin memahami 
peran matematika dalam kancah keilmuan. Matematikawan yang menganut 
suatu filsafat matematika hendaknya memperoleh sesuatu dengan filsafat 


matematikanya. suatu orientasi bagi matematika, pemahaman tentang 
perspektif dan peran matematika, dan sekarang-kurangnya suatu pedoman 
bagi arahan matematika—masalah-masalah seperti apa yang penting, 
pertanyaan-pertanya: 
apa yang masuk akal, apa yang mungkin berhasil, dan sebagainya 


Ww LATIHAN | 


=F c 
| 


1 apa yang hendaknya diajukan, metodologi-metodologi 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Sebutkan paling sedikit lima nama matematikawan yang adalah juga 
filsuf! 

2) Filsafat Plato memandang bahwa objek-objek matematis yang abadi dan 
tidak berubah tidak tunduk kepada konstruksi dan perpindahan, Namun 
demikian, hampir setiap sumber geometri kuno, termasuk Elements dari 
Euclid. secara ekstensif menggunakan bahasa dinamis konstruktif; garis 
dilukis, bangun diputar, fungsi diterapkan, dan sebagainya, Jelaskan 
pandangan untuk menyikapi ketidaksesuaian tersebut sehubungan fakta 
bahwa ternyata Plato tidak sukar menginterpretasikan para geometer di 
zamannya! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Berikut ini adalah sejumlah jawaban yang mungkin: René Descartes, 
Gottfried Wilhelm Leibniz, dan Blaise Pascal. Dari masa lebih kini 
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Bernard Bolzano, Bertrand Russell, Alfred North Whitehead, David 
Hilbert, Gottlob Frege, Alonzo Church, Kurt Gödel, serta Alfred Tarski. 
Tampak bahwa jika filsafat Plato tersebut benar. maka bahasa dinamis 
menjadi tidak bermakna. Tetapi, kita boleh berpikir bahwa perbedaan 


pandangan seperti itu muncul terutama karena masalah peristilahan. 
Misalnya, Euclid menulis bahwa di antara sebarang dua titik kita dapat 
melukis sebuah garis lurus. Bagi seorang Platonis, kita tidak dapat 
berbuat demikian, namun mereka barangkali dapat menginterpretasi- 


ulang prinsip ini. Pada kenyataan, Plato sendiri tidak mengalami 


kesulitan besar dalam menginterpretasikan para geometer di zamannya — 
lampaknya, dia terutama mengeluhkan tentang bahasa mereka, bukan 


geometri yang ada ketika itu 


- 


X% RANGKUMAN 


ES 


Prinsip filsajat-dahulu berarti bahwa filsafat *mendahului’ praktik 
dalam segi metafisik yang dalam. Bahkan. pada tingkatan yang 
fundamental, filsafat “menentukan” praktik. Ini berarti seseorang terlebih 
dahulu mendeskripsikan atau mengungkap apakah matematika 
sesungguhnya, dan ini menetapkan bagaimana matematika hendaknya 
dilakukan. 

Prinsip filsafat-terakhir-jika-memang dapat dimaknai bahwa filsafat 
sebaik-baiknya hanya dapat berperan sebagai abdi yang tidak penting 
bagi matematika. Jika pun filsafat memang mendapatkan peran, maka 
tugas itu adalah memberikan penjelasan yang koheren tentang 
matematika sebagaimana dipraktikkan sampai sejauh itu. 

Barangkali kita dapat menerima pandangan bahwa filsafat dan 
matematika sebenarnya terjalin secara dekat, tetapi tidak saling 
mendominasi. Tujuan utama dari filsafat matematika adalah 
menginterpretasi matematika, dan dengan begitu menjelaskan 
kedudukan matematika dalam dunia intelektual secara keseluruhan. 


Z TES FORMATIF 1 


1) 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


Berdasarkan materi yang Anda pelajari dalam kegiatan belajar ini. 
jelaskan hubungan antara matematika dan filsafat menurut pernyataan 
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bahwa “matematika tidak jauh dari kajian bidang-bidang filsafat, dan 
filsafat juga tidak jauh dari kajian bidang-bidang matematis”! 

2) Jelaskan tiga alasan hubungan antara matematika dan filsafat! 

3) Jelaskan tentang prinsip filsafat-dahulu dan filsafat-terakhir-jika- 
memang! 

4) Jelaskan bagaimana hendaknya kerja seorang filsuf dalam matematika 
dalam perspektif bahwa “filsafat dan matematika terjalin secara dekat, 
tetapi tidak saling mendominasi.” 


wv 


Jelaskan wawasan tentang apa sajakah yang hendaknya didapatkan oleh 
seorang seorang matematikawan yang menganut suatu filsafat 
matematika! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif | yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar, 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1. 


a Jumlah Jawaban yang Benar à 
Tingkat penguasaan = x100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar |, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 
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KEGIATAN BELAJAR 2 


Filsafat Matematika Zaman Kuno 


K, ita memulai sketsa historis ini di Yunani Kuno, karena secara luas 
disepakati bahwa matematika dan filsafat, seperti yang kita kenal 
pada masa sekarang ini, telah terlahir di sana. Matematika pra-Yunani pada 
dasarnya terdiri dari teknik-teknik perhitungan dan sistem-sistem numerasi, 
terkait religi atau persoalan praktis seperti pembagian lahan. Di sisi lain. para 
matematikawan Yunani memperkenalkan fokus pada ketepatan dan bukti 
yang ketat. Berikut ini kita akan mengkaji tentang filsafat matematika kuno 
dan modem., 


‘A. RASIONALISME PLATO 


Yunani Kuno adalah tempat lahirnya filsafat sekuler Barat, Kita 
(mengenal Socrates, Plato, dan Aristoteles, juga beberapa filsuf pra-Socrates, 
bergelut dengan banyak persoalan yang masih menjadi kajian filsuf-filsuf 
Wasa kini. Plato berdiri sebagai pelopor suatu tradisi panjang dalam filsafat 
yang kadang-kadang disebut rasionalisme atau ‘Platonisme’ (atau 
#platonisme', jika diinginkan sedikit jarak dari sang pelopor tersebut) 


1. Filsafat Plato tentang Matematika 
Plato termotivasi oleh kesenjangan antara gagasan- 


asan yang kita 
pikirkan dan dunia fisik di sekitar kita. Misalnya, meski kita memiliki 
gambaran mental yang cukup jelas tentang keadilan, tetapi segala sesuatu 


yang kita lihat jauh dari keadilan yang sempurna, Kita memiliki visi tentang 
keindahan, tetapi tidak ada sesuatu pun yang sepenuhnya indah. Segala 
sesuatu di alam materi memiliki kekurangan. Kita memiliki pemahi 


man 
tentang ideal-ideal yang sempurna, tetapi kita tidak pernah menemukan 
mereka. Mengapa demikian? 

Jawaban Plato adalah bahwa terdapat suatu realm Bentuk (the realm of 
Forms) yang memuat apa-apa yang sempurna, misalnya Keindahan dan 
Keadilan. Dia kadang-kadang menyebutkan “Keindahan itu sendiri” dan 
“Keadilan itu sendiri", Suatu objek fisik, misalnya lukisan, adalah indah 
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sepanjang bahwa ia "menyerupai", "mengambil bagian dalam’, atau “memiliki 
bagian dari” Keindahan itu sendiri. Plato menyebut realm fisik sebagai dunia 
Menjadi (the world of Becoming), karena objek-objek fisik mengalami 
perubahan dan kerusakan. Di sisi lain, Bentuk-bentuk bersifat kekal dan tidak 
berubah. Tidak ada yang bersifat subjektif, konvensional, atau kultur-relatif 
mengenai Bentuk-bentuk tersebut. Plato jelas akan menolak, misalnya, 
slogan bahwa keindahan tergantung kepada si pemandangnya 

Itulah ontologi Plato mengenai Bentuk-bentuk. Bagaimana dengan 
epistemologinya? Bagaimana kita mengetahui tentang, atau memahami 
Bentuk-bentuk ini? Kita memahami realm fisik—dunia Menjadi melalui 
panca indera kita. Dia menyebut ini realm “penglihatan dan suara”. Di sisi 
lain, kita memahami Bentuk-bentuk hanya melalui refleksi mental, dengan 
berpikir, Kutipan Buku 6 dari Republic tampaknya mewakili: 

À Terkait dengan masing-masing dari himpunan-himpunan banyak hal iniy 
kita postulasikan suatu Bentuk tunggal atau esensi real seperti kita 
sebutkan .... Lebih lanjut, banyak hal tersebut. kita katakan, dapat dilihat, 
tetapi bukanlah objek-objek dari pikiran rasional; sedangkan bentuké 
bentuk adalah objek-objek dari pikiran, tetapi tidak terlihat 


Salah satu tulisan Plato lainnya, Meno. mengisyaratkan sat 4 
epistemologi lain. Plato tampak mendukung suatu doktrin bahwa saa 
menangani geometri—atau dunia Jadi (the world of Being) pada umumnya 1 
apa yang disebut “mempelajari” adalah sebenarnya mengingat dari kehidupan 
silam, barangkali suatu waktu ketika jiwa memiliki akses langsung ke dunia 
Jadi. Para pemikir kala itu tidak menerima sifat dan peran “pengingatan” 
dalam epistemologi Plato ini, dan sebagian besar kaum Platonis selanjutnya 
tidak menggunakannya. Pada sebarang kasus, Plato meyakini bahwa jiwa 
adalah kategori ontologis ketiga, dengan kemampuan untuk memahami dunia 
Jadi maupun dunia Menjadi, 

Dengan atau tanpa elemen-elemen ‘mistis’ dari epistemologi tersebut, 
kita mendapatkan kesan dari pemaparan di atas bahwa dunia fisik 
dikonstruksi sedemikian hingga kita akan terbawa ke seberang panca indera 
kita untuk menyelidiki dunia Jadi. Bagi Plato, matematika adalah suatu 


langkah kunci dalam proses ini. Matematika mengangkat jiwa untak 
menggapai ke sebarang dunia materi, menuju dunia Jadi yang abadi. 
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2. Plato terhadap Matematika 

Matematika, setidaknya geometri, memberikan contoh langsung 
kesenjangan antara dunia materi di sekitar kita yang tidak sempurna dan 
dunia pikiran yang sempurna, ideal, dan jernih. Dari zaman sebelum Plato 
hingga saat ini, kita telah memiliki definisi-definisi yang ketat untuk garis 
lurus, lingkaran. dan sebagainya, tetapi dunia fisik tidak memiliki satu pun 
garis lurus sempurna yang tidak memiliki lebar, dan tidak satu pun lingkaran 
sempurna, atau setidaknya tidak terdapat satu pun yang seperti itu yang dapat 
kita saksikan. Barangkali, garis-garis lurus yang tidak memiliki lebar dan 
lingkaran-lingkaran sempurna, dan sebagainya, adalah bagian dari ruang 
(atau ruang-waktu) fisik yang kita semua huni, tetapi meski begitu, kita tidak 
menemukannya, sedemikian, dalam cara fisik apa pun. Jadi, apakah yang kita 
pelajari dalam geometri. dan bagaimana Kita mempelajarinya? 
a Plato meyakini bahwa pernyataan-pernyataan dalam geometri adalah 
Secara objektif benar atau salah, tidak terikat pada pikiran, bahasa, dan 
Sebagainya, dari para matematikawan. Dalam peristilahan yang kita kenal, 
dia adalah seorang realis dalam nilai kebenaran. Namun demikian, tentang 
apakah geometri itu? Apakah ontologinya? Bagaimana geometri diketahui? 
Plato memandang bahwa bidang kajian geometri adalah suatu realm objek- 
Objek yang adanya terlepas dari pikiran, bahasa, dan sebagainya. Dia 
berargumen dari realisme dalam nilai kebenaran ke realisme dalam ontologi. 


Klaim-klaim perdebatan utamanya terkait dengan sifat objek-objek geometris 
dan sumber dari pengetahuan geometris. Dia memandang bahwa objek-objek 
geometris tidak bersifat fisik, dan bahwa objek-objek itu bersifat abadi dan 


tidak berubah. Pada artian ini. sekurang-kurangnya. objek-objek geometris 
adalah seperti Bentuk-bentuk dan terdapat di dunia Jadi, Kita boleh 
menyimpulkan bahwa dunia geometri Plato terpisah dari dunia fisik dan, 
lebih penting, pengetahuan geometris terlepas dari pengamatan panca indera. 
Pengetahuan tentang geometri dicapai oleh pikiran murni, atau dengan 
mengingat pengenalan silam kita terhadap realm geometris 

Selanjutnya, jika Plato benar bahwa geometri terkait dengan objek-objek 
yang abadi dan tidak berubah daam dunia Jadi, maka tidak boleh terdapat 
bahasa dinamis dalam geometri, Sukarlah bagi scorang Platonis untuk 
memahami konstruksi-konstruksi dalam Elements karya Euclid, misalnya. 
Menurut Proclus (1970), seorang neoplatonis dari abad kelima, masalah 
tentang “bagaimana kita dapat menerapkan perpindahan kepada objek-objek 
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geometris” mengusik banyak pemikir di Akademi Plato dari generasi ke 
generasi selanjutnya. 

Terdapat pula masalah serupa terkait dengan diagram-diagram yang 
lazim menyertai demonstrasi-demonstrasi geometris. Seorang Platonis tentu 
saja mengkhawatirkan tersesatnya pembaca kepada pikiran bahwa suatu 
teorema adalah tentang diagram yang dilukiskan secara fisik. Apakah, jika 
demikian, tujuan dari diagram-diagram itu? Penjelasan Plato barangkali 
adalah bahwa diagram membantu pikiran untuk memahami realm geometris 
yang abadi dan tidak berubah itu, atau membantu kita untuk mengingat dunia 
Jadi 

Namun demikian, kita barangkali bertanya-tanya bagaimana itu 
mungkin, bukankah dunia Jadi tidak dapat ditembus melalui panca indera? 
Para Platonis dari masa-masa selanjutnya tidak mengadopsi aspek-aspek 

a yang lebih mistis dari epistemologi Plato, kebanyakan dari mereka, 
memandang bahwa pengetahuan geometris bersifat a priori, tidak terikah 
pengalaman inderawi. Barangkali pengalaman inderawi diperlukan untuk, 
memahami konsep-konsep yang relevan, atau kita mungkin memerlukan 
diagram yang dilukis sebagai alat bantu visual bagi pikiran. atau barangkali 


untuk menggugah pikiran ke realm geometris yang abadi dan tidak berubal 
dari ruang Euclid. Namun demikian, pentinglah diketahui bahwa berdasarkan 
ontologi Platonis pada prinsipnya pengetahuan matematis tidak terikat padá 
pengalaman inderawi | 

Pandangan Plato mengenai aritmetik dan aljabar tidak sangat langsung 
sebagaimana penjabarannya tentang geometri, tetapi gambaran 
keseluruhannya sama. Dia adalah seorang realis dalam nilai kebenaran 
maupun dalam ontologi, berpandangan bahwa pernyataan-pernyataan dalam 
aritmetik dan aljabar benar atau salah tidak terikat pada matematikawan, 
dunia fisik, dan bahkan pikiran, dan dia memandang bahwa pernyataan- 
pernyataan aritmetik adalah tentang suatu realm objek-objek abstrak yang 
disebut “bilangan-bilangan” 

Sejumlah sumber kuno membedakan teori bilangan, yang disebut 
‘aritmetik’ dari teori perhitungan, disebut “logistik”. Sebagian besar penulis 
sumber-sumber itu memandang logistik sebagai suatu disiplin praktis, terkait 
dengan pengukuran dan urusan perdagangan (misal, Proclus 1970: 20), Kita 
mungkin berpikir bahwa penggolongan ini cocok dengan Plato, berdasarkan 
perbedaan tajam antara dunia Jadi dan dunia Menjadi. Aritmetika terkait 
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dengan apa yang Jadi, sedangkan logistik terkait dengan apa yang Menjadi. 
Namun demikian, Plato membawa aritmetika dan logistik berfokus padi 
dunia Jadi. Perbedaannya adalah tentang bagaimana bilangan-bilangan asli 
itu sendiri dipelajari. Aritmetika “berkenaan dengan genap dan ganjil, 
menunjuk kepada berapa banyak masing-masingnya terjadi" (Gorgias, 451) 


a 


Jika “seseorang menjadi sempurna dalam seni aritmetik,” maka “dia 
mengetahui pula semua bilangan” (Theaetetus, 198). Aritmetik dengan 
demikian adalah tentang bilangan-bilangan asli secara individual sedangkan 
logistik adalah tentang hubungan-hubungan antara bilangan-bilangan itu. 
Untuk logistik, Plato mengajukan prinsip-prinsip tentang bagaimana 
bilangan-bilangan asli “dijadikan” dari bilangan-bilangan asli yang lainnya 
(melalui gnomon). Ini berhubungan dengan perlakuan aksiomatik tentang 
kejadian dari ontologinya 


3. Matematika terhadap Plato 

Penghormatan Plato terhadap pencapaian para matematikawan sangatlah 
Jelas, bahkan bagi pembaca yang hanya selintas mengkaji dialog-dialognya. 
Seperti diuraikan oleh Gregory Vlastos (1991; 107), Plato “mampu menjalin 
hubungan baik dengan para matematikawan terbaik di Akademi, bertukar 
pikiran dan saling mendorong antusiasme mereka tentang matematika.” 
Beberapa pakar masa kini telah mencurahkan perhatian pada pengaruh 
perkembangan matematika terhadap filsafat Plato. Secara dramatis, mereka 
mengungkap beberapa perbedaan mencolok antara Plato dan Socrates, sang 
guru bagi Plato. 

Ketertarikan utama Socrates adalah etika dan politik, bukan matematika 
dan sains. Dia menganggap dirinya wajib menyebarkan filsafat kepada siapa 
saja. Dia hidup dengan slogan bahwa renungan-renungan filosofis adalah 
esensi dari kehidupan. Kita terlahir untuk berpikir. Pada pengadilan 
terhadapnya, Socrates mengungkapkan bahwa sekedar tutup mulut dan 
memikirkan urusannya sendiri adalah sebentuk ketidaktaatan kepada Tuhan 
(Apology, 38a) 


Socrates biasanya berwacana dengan terlebih dahulu mengungkap 
keyakinan-keyakinan orang yang diajaknya bicara dan kemudian. melalui 
pengajuan pertanyaan-pertanyaan yang teliti, berupaya menarik konsekuensi- 
konsekuensi yang mengejutkan dan tidak dikehendaki dari keyakinan- 
keyakinan itu. Metodenya tampak sebagai suatu teknik untuk memangkas 
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keyakinan-keyakinan yang salah. Pada sebagian besar kasus, wacananya 
tidak berakhir dengan reductio ad absurdum dari pandangan awal si orang 
yang diajak bicara. Jika pun metodenya menghasilkan kebenaran, maka itu 
dicapai hanya melalui proses eliminasi atau barangkali trial and error. 
Dengan demikian, metode Socrates tidak berakhir dengan suatu 
kepastian. Metodenya memang memberitahu kita bahwa beberapa pandangan 
kita salah atau membingungkan, tetapi pada akhirnya tidak menunjukkan 
keyakinan-keyakinan mana yang salah atau membingungkan itu. Metode ini 
bersifat falibel dan hipotetis. Orang yang diajaknya bicara ditantang hanya 
untuk mengkaji ulang keyakinan-keyakinannya dan belajar dengan 
merumuskan keyakinan-keyakinan yang baru, Socrates tidak pernah 
mengklaim pengetahuan positif khusus apa pun tentang keadilan, kebajikan, 
dan sebagainya 
- Metodologi Plato yang telah matang tidak menyerupai metode gurunya 
dalam beberapa segi, Plato memandang bahwa matematika "secara universal 
berguna dalam semua keterampilan dan dalam setiap bentuk pengetahuan dan 
Operasi intelektual—hal pertama yang harus dipelajari oleh setiap oran 


(Republic, 


523), Tidak seperti gurunya, Plato meyakini bahwa filsafat bukan 
untuk setiap orang. Di dalam Persemakmuran yang divisikan dalam Republic? 
hanya beberapa pemimpin yang dipilih secara ketat ikut serta dalam renungan 
filosofis, dan hanya setelah masa pelatihan yang berlangsung sampai mereka: 
berusia setidaknya SO tahun. Setiap orang hanya melakukan apa yang terbaik 
yang dapat dilakukannya. 

Socrates tidak memberikan kedudukan yang istimewa bagi matematika. 
sedangkan Plato memandang matematika sebagai gerbang ke dunia Jadi, 
suatu gerbang yang barus dilalui jika seseorang berharap untuk memahami 
segala sesuatu yang real. Matematika, prasyarat untuk studi filosofis, 
menuntutkan periode studi yang panjang dan keras. Oleh karena itu, dalam 
pandangan Plato, tidaklah mengherankan jika sebagian besar dari kita harus 
menjalani kehidupan dalam keawaman tentang realitas yang sejati, dan harus 
bersandar kepada para Penjaga—para pakar filsafat—ontuk menunjukkan 
kepada kita baguimana cara menjalani kehidupan yang baik. 

Ketertarikan Plato terhadap matematika barangkali menjadi alasan 
ketidaktuatannya terhadap metodologi Socrates yang bersifat hipotetis dan 
falibel. Matematika berkembang (atau seharusnya berkembang) via bukti, 


bukan hanya sekedar "trial and error”. Di dalam Meno, Plato menggunakan 
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studi geometrik, dan demonstrasi geometrik, sebagai paradigma untuk 
seluruh pengetahuan, termasuk pengetahuan moral dan metafisika. 


B, BENIH EMPIRISISME: ARISTOTELES 


Sebagian besar dari apa yang dikatakan oleh Aristoteles, salah seorang 
murid Plato, tentang matematika adalah polemik terhadap pandangan- 
pandangan Plato, dan tidak banyak konsensus di antara para pakar tentang 
pernyataan-pernyataan positif yang diungkapkannya. Namun demikian, 
sekurang-kurangnya terdapat arahan penting terkait penjelasan-penjelasannya 
mengenai matematika yang menjadi petunjuk bagi beberapa pemikir modern, 
Filsafat-filsafat Aristoteles mengandung benih-benih empirisisme. 

Seperti telah dibahas, filsafar Plato tentang matematika terikat pada 
epenjelasannya tentang Bentuk-bentuk sebagai entitas-entitas yang bersifat 
badi dan tak berubah di dunia Jadi, yang terpisah dari realm fisik. Di sisi 
Jain, filsafat Aristoteles tentang matematika bertumpu pada penolakan 
Terhadap suatu dunia Jadi yang tersendiri. Aristoteles menerima eksistensi 
Bentuk-bentuk, atau universal-universal, tetapi dia berpandangan bahwa 
semua itu tidak terpisah dari objek-objek individual yang mewakili Bentuk- 
bentuk. Keindahan. misalnya, adalah apa yang sama-sama dimiliki oleh 
semua yang indah, dan bukanlah sesuatu yang lebih dari apa-apa yang indah 
Yersebut. Seandainya seseorang berhasil memusnahkan semua yang indah, 


maka dia akan memusnahkan Keindahan itu sendiri—karena tidak uda lagi 
tempat untuk adanya Keindahan. Hal yang sama berlaku pula untuk 
Keadilan. Kebajikan, Manusia, dan Bentuk-bentuk lainnya. Ringkasnya, bagi 
Aristoteles, segala sesuatu di dunia fisik memiliki Bentuk-bentuk, tetapi tidak 
ada dunia yang terpisah untuk mewadahi Bentuk-bentuk ini, Dengan 
demikian, Bentuk-bentuk ada di dalam objek-objek individual 


Aristoteles kadang-kadang mengisyaratkan bahwa pertanyaan yang 
penting sebenarnya terkait dengan sifat dari objek-objek matematis, bukan 
melulu tentang eksistensi atau non-eksistensinya: “Jika objek-objek 
matematis ada, maka objek-objek matematis tentu ada dalam objek-objek 
yang tampak seperti seseorang katakan, atau terpisah dari objek-objek yang 


tampak (seseorang mengatakan ini juga), atau, jika tidak ada dalam kedua- 
duanya, maka objek-objek matematis sama sekali tidak ada atau objek-objek 
matematis ada dalam suatu cara lainnya. Jadi perdebatan kita tidak akan 
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semua yang indah, dan bukanlah sesuatu yang lebih dari apa-apa yang indah 
Yersebut. Seandainya seseorang berhasil memusnahkan semua yang indah, 


maka dia akan memusnahkan Keindahan itu sendiri—karena tidak uda lagi 
tempat untuk adanya Keindahan. Hal yang sama berlaku pula untuk 
Keadilan. Kebajikan, Manusia, dan Bentuk-bentuk lainnya. Ringkasnya, bagi 
Aristoteles, segala sesuatu di dunia fisik memiliki Bentuk-bentuk, tetapi tidak 
ada dunia yang terpisah untuk mewadahi Bentuk-bentuk ini, Dengan 
demikian, Bentuk-bentuk ada di dalam objek-objek individual 


Aristoteles kadang-kadang mengisyaratkan bahwa pertanyaan yang 
penting sebenarnya terkait dengan sifat dari objek-objek matematis, bukan 
melulu tentang eksistensi atau non-eksistensinya: “Jika objek-objek 
matematis ada, maka objek-objek matematis tentu ada dalam objek-objek 
yang tampak seperti seseorang katakan, atau terpisah dari objek-objek yang 


tampak (seseorang mengatakan ini juga), atau, jika tidak ada dalam kedua- 
duanya, maka objek-objek matematis sama sekali tidak ada atau objek-objek 
matematis ada dalam suatu cara lainnya. Jadi perdebatan kita tidak akan 
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membahas ada-tidaknya objek-objek matematis itu, melainkan tentang dalam 
cara seperti apa objek-objek matematis itu ada” (Metaphysics, Buku M, 
1076a, versi terjemahan berbahasa Inggris yang digunakan di sini dan 
selanjutnya dari Annas 1976). 

Salah satu masalah bagi Aristoteles adalah bahwa jika kita ingin 
menolak Bentuk-bentuk Platonik, maka apakah alasan untuk meyakini 
keberadaan objek-objek matematis? Apakah sifat dari objek-objek matematis 
(jika objek-objek itu ada), dan yang terpenting. untuk apakah kita 
memerlukan objek-objek matematis? Apakah yang objek-objek itu bantu 
jelaskan, atau apakah yang diterangkan oleh objek-objek itu? 

Penjelasan Aristoteles tentang objek-objek matematis sesuai dengan 
penjelasannya tentang Bentuk-bentuk. Dia meyakini bahwa objek-objek 
matematis "ada dalam objek-objek yang tampak.” tidak terpisah darinya 
Namun demikian, tidak banyak konsensus mengenai apa sebenarnya yang 
dimaksudkannya. Tentang geometri, Aristoteles tampak memandang objek 
objek fisik memuat permukaan, garis, dan titik yang dipelajari dalam 
matematika. Seorang geometer, menurut Aristoteles, tidak memandang 
permukaan-permukaan, misalnya, sebagai permukaan-permukaan dari objek- 
objek fisik. Di dalam pikiran seseorang dapat memisahkan permukaan 
permukaan, garis-garis, dan titik-titik dari objek-objek fisik yang memuatnyal 
Ini berarti bahwa kita dapat berfokus pada permukaan, garis, dan titik dan 
mengabaikan fakta bahwa semua itu objek-objek fisik. Pemisahan ini bersifak 
psikologis, atau barangkali logis. Ini terkait dengan bagaimana kita berpikir 
tentang ohjek fisik. Bagi Aristoteles, kesalahan Plato terletak pada 
kesimpulan bahwa objek-objek geometris secara metafisik terpisah dari 
kejadian-kejadian fisiknya, hanya karena para matematikawan berhasil 
mengabaikan aspek-aspek fisik tertentu dari bidang kajian mereka. 

Terdapat dua interpretasi untuk pandangan Aristoteles tentang 
matematika. Interpretasi yang pertama membahas objek-objek matematis 
secara serius, dan kurang lebih secara harfiah. Berdasarkan interpretasi ini, 
Aristoteles mempostulasikan suatu kemampuan abstraksi di mana objek- 
objek diciptakan, atau, jika tidak demikian, diperoleh atau dipahami, dengan 
cara merenungkan objek-objek fisik. Kita mengabstraksi beberapa dari ciri- 
cirinya. Jadi, objek-objek geometris adalah bentuk-bentuk dari objek-objek 
fisik—tentu saja Bentuk-bentuk menurut pemaknaan Aristoteles. bukan dari 
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Plato. Objek-objek matematis yang diperoleh melalui abstraksi tidak ada 
mendahului, atau lepas dari, objek-objek fisik yang diabstraksi. 

Pada interpretasi ini bilangan-bilangan asli, misalnya, diperoleh via 
abstraksi dari kumpulan objek-objek fisik. Kita mulai dengan sekelompok, 
misalnya, lima ekor kambing dan secara selektif mengabaikan perbedaan- 
perbedaan di antara kambing-kambing itu, atau bahkan fakta bahwa semua 
itu adalah kambing. Kita hanya berfokus pada fakta bahwa kambing-kambing 
itu adalah objek-objek berbeda, dan tiba pada bilangan 5. yang adalah suatu 
bentuk dari grup tersebut. Jadi, bilangan-bilangan itu ada, sebagai Bentuk- 
bentuk menurut pemaknaan Aristoteles, dalam kelompok-kelompok dari 
objek-objek yang diwakili oleh bilangan-bilangan. 

Interpretasi yang kedua untuk pernyataan-pernyataan Aristoteles tentang 
matematika meninggalkan abstraksi ontologis, dan oleh karena itu menolak 
realisme dalam ontologi. Kita tidak memperoleh objek-objek geometris atau 
objek-objek aritmetik via proses apa pun. Ringkasnya, tidak terdapat objek- 
Objek yang demikian. Strategi pandangan ini adalah mempertahankan 
fealisme dalam nilai kebenaran dan, dengan demikian, objektivitas dari 
matematika. Aristoteles memandang bahwa postulasi objek-objek geometris 
tidak berbahaya, karena. misalnya, lingkaran fisik yang real juga memiliki 
Semua dari ciri-ciri yang kita lekatkan pada lingkaran yang kita postulasikan 

Pada interpretasi ini, seorang geometer, secara ketat dan harfiah, hanya 
membicarakan objek-objek fisik. Namun demikian, tidaklah berbahaya kita 
berlaku seolah-olah bahwa lingkaran geometris itu bersifat terpisah. Dengan 
k ata lain, objek-objek geometris adalah fiksi-fiksi yang bermanfaat. 
Misalkan seorang geometer berkata, “misalkan A suatu segitiga samakaki.” 
Dia dengan demikian melekatkan pada A hanya ciri-ciri yang disimpulkan 


dari adanya sebagai suatu segitiga samakaki, Para matematikawan kadang- 
kadang mengatakan bahwa A ad 


ah “sebarang” segitiga samakaki, tetapi a 
yang mereka maksudkan yaitu bahwa A boleh segitiga samakaki yang mana 
säja. Pada interpretasi kedua tentang Aristoteles ini, bukanlah suatu fiksi 
yang berbahaya kita katakan bahwa A adalah suatu objek khusus yang 


memiliki semua ciri yang umum ba 


j semua segitiga samakaki. 

Penjelasan serupa mengenai aritmetika dapat diperoleh dengan 
menganggap suatu objek tertentu dalam suatu kelompok sebagai ‘tidak 
terbagi” atau sebagai “suatu unit’. Di dalam suatu kelompok lima ekor 
kambing, misalnya, seorang matematikawan menganggap tiap kambing 


KA 
3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:07 & AM 


< Library = Latihan 


© PEMA4101/ MODUL & 8.21 


sebagai tidak terbagi. Tentu saja. seperti diketahui oleh jagal hewan, tiap 
zat dapat dibagi-bagi, sedemikian hingga asumsi matematikawan 
dalah bahwa sang matematikaw 


kambing sa 


itu salah. Tetapi. gagasan di sini a 
mengabaikan setiap ciri dari kumpulan yang timbul dari keterbagian masing- 


an 


masing kambing. Kita berlaku seolah tiap kambing tidak terbagi, sehingga 
kita memperlakukannya sebagai tidak terbagi. 

Pada dua interpretasi untuk filsafat Aristoteles tentang matematika 
tersebut, aplikabilitas matematika pada dunia fisik bersifat langsung. 
Matematikawan mempelajari ciri-ciri real dari objek-objek fisik yang real. 
Tidak ada keperluan untuk mempostulatkan suatu hubungan antara realm 
matematis dan realm fisik, karena kita tidak sedang menangani dua realm 
terpisah. Ini adalah benih empirisisme, a 


au paling tidak, suatu bentuknya. 

Tidak seperti pandangan Plato, dua interpretasi untuk pandangan Aristoteles 
memaknai bahasa dinamis yang khas dalam geometri. Karena geometri 
berkaitan dengan objek-objek fisik atau abstraksi-abstraksi langsung dari 
objek-objek fisik, maka wacana tentang, misalnya, “mempersegikan dan 
menerapkan dan menjumlahkan dan semacamnya” menjadi wajar. Misalnya, 
kita pikirkan prinsip Euclid bahwa di antara sebarang dua titik seseorang 
dapat melukis suatu garis lurus. Bagi Plato, ini adalah pernyataan kabuf 
tentang eksistensi Garis-garis. Di sisi lain, Aristoteles dapat memperlakukan 
prinsip tersebut secara harfiah | 


Ww LATIHAN 


== 
=F 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Kita memiliki pemahaman tentang ideal-ideal yang sempurna, tetapi kita 
tidak pernah menemukan mereka. Mengapa demikian? Jelaskan dengan 
pandangan Plato! 

2) Jelaskan epistemologi yang dikemukakan oleh Plato dalam Meno, yang 
ternyata tidak digunakan oleh kebanyakan platonis selanjutnya! 

3) Jelaskan pandangan Aristoteles terhadap pandangan Plato bahwa 
terdapat suatu dunia Jadi yang tersendiri! 
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Pe 


1) 


3) 


"tunjuk Jawaban Latihan 


Plato memandang terdapat suatu realm Bentuk yang memuat apa-apa 
yang sempurna— Bentuk-bentuk bersifat kekal dan tidak berubah. Di sisi 
lain, terdapat suatu realm fisik, dunia Menjadi, di mana objek-objek fisik 
mengalami perubahan dan kerusakan. 


Saat menangani geometri, atau dunia Jadi pada umumnya, apa yang 
disebut "mempelajari" adalah sebenarnya mengingat dari kehidupan 
silam, barangkali suatu waktu ketika jiwa memiliki akses langsung ke 
dunia Jadi 

Aristoteles menolak eksistensi suatu dunia Jadi yang tersendiri. 
Aristoteles menerima eksistensi Bentuk-bentuk, atau universal-universal, 
tetapi dia berpandangan bahwa semua itu tidak terpisah dari objek-objek 
individual yang mewakili Bentuk-bentuk. Segala sesuatu di dunia fisik 
memiliki Bentuk-bentuk, tetapi tidak ada dunia yang terpisah untuk 
mewadahi Bentuk-bentuk, Bentuk-bentuk ada di dalam objek-objek 
individual 


= RANGKUMAN 


Plato memandang bahwa terdapat suatu realm Bentuk yang memuat 
apa-apa yang sempurna. Plato menyebut realm fisik sebagai dunia 
Menjadi, karena objek-objek fisik mengalami perubahan dan kerusakan. 
Di sisi lain, Bentuk-bentuk bersifat kekal dan tidak berubah. Tidak ada 
yang bersifat subjektif, konvensional, atau kultur-relatif mengenai 
Bentuk-bentuk tersebut. Plato memandang bahwa kita memahami realm 
fisik melalui panca indera kita. Dia menyebut ini realm *penglihatan dan 
suara". Di sisi lain, kita memahami Bentuk-bentuk hanya melalui refleksi 
mental, dengan berpikir 

Filsafat Aristoteles tentang matematika menolak suatu dunia Jadi 
yang tersendiri. Aristoteles menerima eksistensi Bentuk-bentuk, atau 
universal-universal, tetapi dia berpandangan bahwa semua itu tidak 
terpisah dari objek-objek individual yang mewakili Bentuk-bentuk. 
Bentuk-bentuk ada di dalam objek-objek individual. Karena, dalam 
pandangan Aristoteles, geometri berkaitan dengan objek-objek fisik atau 
abstraksi-abstraksi langsung dari objek-objek fisik, maka wacana 
tentang, misalnya, “mempersegikan dan menerapkan dan menjumlahkan 
dan semacamnya” menjadi wajar. 
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A TES FORMATIF Z 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Jelaskan ontologi dan epistemologi dari Plato tentang bentuk-bentuk! 
2) Jelaskan panda 


gan Plato tentang nilai kebenaran pernyataan-pernyataan 
dalam geometri! 

3) Jelaskan tentang gagasan benih empirisisme yang tersirat dari pandangan 
Aristoteles tentang matematika! 

4) Apakah pandangan Aristoteles tentang matematika dapat memaknai 
bahasa dinamis yang khas dalam geometri? Jelaskan. 

5) Jelaskan perbedaan umum amara filsafat Plato dan filsafat Aristoteles 
tentang matematika! 


Covokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini, Hitunglah jawaban yang benar{ 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 


Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2. 


Se Jumlah Jawaban yang Benar : 
Tingkat penguasaan = - x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan; 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% ukup 
<70% urang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 3. Bagus! Jika masih di bawah 80%. 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 
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KEGIATAN BELAJAR 3 


Filsafat Matematika Modern: Kant dan Mill 


S ekarang kita meneruskan kajian sejarah filsafat matematika di abad ke- 
18, diawali dengan Immanuel Kant, Tentulah terdapat aktivitas filosofis 
yang sangat berlimpah pada Zaman Kuno setelah Aristoteles dan pada Zaman 
Perte 
pada matematika. 


an Eropa, namun sebagian besarnya tidak berfokus secara langsung 


A. REORIENTASI 


Abad ke-17 menjadi periode revolusi-revolusi besar dalam sains dan 
Jnatematika, melalui tokoh-tokoh seperti René Descartes, Isaac Newton, dan 
Gottfried Wilhelm Leibniz. Kant berada pada posisi untuk mengadakan 
kajian filosofis tentang perkembangan-perkembangan baru dalam sains 
Berbagai tuntutan dari ilmu fisika yang sedang berkembang melahirkan 
pengembangan cabang-cabang baru matematika dan konsepsi-konsepsi baru 
Untuk cabang-cabang tradisional. Inovasi-inovasi besar saat itu meliputi 
Metode-metode baru dalam analisis yang menghubungkan geometri dengan 
Oljabar dan aritmetika (Pierre Fermat dan Descartes), dan pengembangan 
kalkulus (Newton dan Leibniz) untuk studi tentang gravitasi dan gerak. 
Inovasi dalam kalkulus memerlukan pengertian tentang kontinuitas, turunan, 
dan limit, yang tidak satu pun di antaranya cocok ke dalam paradigma- 
paradigma matematis sebelumnya 

Pada saat itu terdapat dua aliran besar dalam filsafat. Di benua Eropa, 
paru rasionalis seperti Descartes, Baruch Spinoza, dan Leibniz menjadi 
penerus dari Plato. Mereka menekankan peran penalaran dalam pemerolehan 
pengetahuan. Versi-versi ekstrim dari pandangan ini menyatakan bahwa 
semua pengetahuan adalah. atau idealnya harus, didasarkan pada penalaran. 
Model rasionalis untuk pengumpulan pengetahuan adalah matematika 
khususnya demonstrasi matematis. Misalnya, Ethics karya Spinoza memiliki 
format yang sama dengan format Elements karya Euclid, tersusun dari 
aan-pernyataan' dan “demonstrasi-demonstrasi”. Banyak garapan 


“perny:. 
filosofis Descartes adalah suatu upaya untuk memberi sains tingkat kepasuan 
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yang sama seperti matematika. Sains diharapkan untuk dibangun pada 
prinsip-prinsip pertama filosofis. Descartes mengupayakan suatu turunan 
gaya matematis bagi hukum-hukum tentang gerak 

Empirisisme, oposisi utama rasionalisme, adalah upaya untuk 
melandaskan pengetahuan, atau materi-materi dari mana pengetahuan 
didasarkan. pada pengalaman panca indera. Pada periode-periode ini, 
penulis-penulis besarnya adalah John Locke, George Berkeley, David Hume, 
dan Thomas Reid, semuanya hidup di kepulauan Inggris, Suatu tema umum 
dari para empirisis adalah bawha setiap yang kita ketahui tentang dunia harus 
timbul dari observasi yang bersifat netral dan tidak memihak. Satu-satunya 
jalan masuk ke alam semesta adalah melalui mata, telinga, dan sebagainya, 


ai kertas kosong 


Para empirisis kadang-kadang menggambarkan pikiran seb. 


pada mana informasi dicetak, via alat-lat indera. Kita merupakan pengamat- 
a pengamat pasif yang menyaring data yang masuk, berupaya memahami dunia 
di sekitar kita 


Tidak terdapat penjelasan filosofis yang substansial dan terperinci 
tentang matematika pada periode ini. Para rasionalis, tentu saja, mengagumi 
matematika, serta Descartes dan Leibniz adalah juga matematikawan besa 


Para empirisis cenderung tidak mengindahkan nilai penting matematikal 
barangkali karena matematika tidak begitu cocok dengan kerangka 
pengumpulan pengetahuan mereka. Berkeley meluncurkan serangan bertubi 
tubi terhadap kecermatan yang dianggapkan terkait dengan kalkulus 
infinitsimal, Namun demikian, dengan mempertimbangkan peran matematika 
dalam sains. para empirisis harus memberikan penjelasan tentangnya 
Pernyataan-pernyataan filosofis yang tersebar tentang matematika 
mengungkap tingkat kesepakatan yang mengejutkan di antara dua aliran 
besar ini, Baik para rasionalis maupun empirisis memandang matematika 
berhubungan dengan besaran-besaran fisik, atau objek-objek yang diperluas, 
Objek-objek ini dialami secara empirik. Dua aliran tersebut berbeda dalam 
hal akses pikiran ke idea-idea (gagasan) dari objek-objek yang diperluas dan 
dalam hal status penalaran tentang idea-idea tersebut. Descartes, misalnya, 
memandang bahwa kita memiliki persepsi yang jelas dan terang tentang 
“ekstensi murni" yang melanda objek-objek fisik, dan dia meyakini bahwa 
kita dapat bernalar secara langsung tentang ekstensi murni ini. Pandangan ini 
menegaskan pendirian rasional bahwa daya pikir manusia merupakan alat 
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yang tangguh untuk penalaran—secara matematis—menuju ke konklusi- 
konklusi a priori tentang dunia fisik. 

Para empirisis memandang ide-ide matematis diperoleh dari 
pengalaman, barangkali mengikuti Aristoteles. Gagasan kita mengenai 
bilangan enam, misalnya, datang dari pengalaman kita dengan kelompok- 
kelompok enam objek. Gagasan “segitiga” diperoleh dari melihat objek-objek 
yang berbentuk segitiga. Bagi seorang empirisis, tidaklah terdapat “ekstensi 
murni” substansial yang melandasi objek-objek yang tampak. Hanya ada 
objek-objek yang kita persepsi itu. Apa yang kamu lihat, apa yang kamu 
dapatkan 

Meski terdapat perbedaan-perbedaan tersebut dan yang lainnya, seorang 
empirisis biasa akan sepakat dengan seorang rasionalis biasa bahwa setelah 
ide-ide yang relevan didapatkan, maka pemerolehan pengetahuan matematis 
sbersifat independen dari sebarang pengalaman lebih lanjut. Matematikawan 
merenungkan bagaimana berbagai idea matematis berhubungan satu sama 
Jain, Misalnya, dalam Treatise on Human Nature, Hume menyebutkan 
kebenaran-kebenaran aritmetik dan aljabar sebagai ‘relasi-relasi dari ide-ide” 
Wan membedakannya dari “perkara-perkara fakta dan ¢ yang kita 
pelajari secara empirik. Geometri adalah suatu sains empink, barangkah 


istensi' 


berkaitan dengan generalisasi-generalisasi dari pengalaman. Satu dekade 
kemudian, dalam karyanya yang terkenal An Enguirv Concerning Human 
Understanding, Hume mengklaim bahwa aritmetika, aljabar, dan geometri 
seluruhnya berkenaan dengan (hanya) relasi-relasi antara idea-idea, dan oleh 
karena itu tidak empirik. Kesamaan dari pandangan-pandangan tersebut yaitu 
bahwa kebenaran-kebenaran matematis adalah a priori, atau tidak terikat pada 
pengalaman. Di sisi lain, perbedaan utamanya terletak pada sejauh mana 
pengalaman inderawi diperlukan untuk memperoleh atau memahami ide-ide 
yang relevan dan untuk mempelajarinya 

Kebenaran matematis sekurang-kurangnya tampak memiliki suatu 
kemestian tertentu yang melekat padanya. Bagaimana mungkin 5 + 7 tidak 
sama dengan 12? Bagaimana mungkin teorema faktorisasi prima adalah 
salah? Rasionalisme memberikan penjelasan yang mulus tentang hal ini, 
menurut garis-garis pandangan yang kurang lebih bersifat Platonik. Tidaklah 
terdapat sifat kemungkinan dalam idea-idea matematis yang diperoleh secara 
mental, seperti ekstensi murni, yang mendasari objek-objek fisik. Tentu saja 
kita mungkin keliru dalam memahami idea-idea matematis atau dalam 


= 3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:07 YAN 


< Library = Hal 8. 27 


© PEMA4101/ MODUL & 8.27 


mengupayakan suatu demonstrasi, tetapi. jika dilakukan dengan tepat, 
metodologi matematika menghasilkan hanya kebenaran-kebenaran yang 
bersifat mesti. Namun demikian. perspektif ini tidak tersedia bagi para 
empirisis, dan mereka tidak memiliki penjelasan sedemikian langsung untuk 
kemestian yang tampak dari matematika. Beberapa dari mereka barangkali 
memandang bahwa pernyataan-pernyataan matematis dasar adalah benar 
berdasarkan definisi, suatu kesimpulan yang mengecewakan bagi seorang 
rasionalis. karena penjelasan semacam itu membiarkan matematika tanpa 
substansi. Hume menyebutkan bahwa kita tidak dapat membayangkan atau 
mengkonsepsi negasi-negasi dari teoremu-teorema matematis pada 


umumnya, namun ini tampak sebagai dasar yang lemah untuk kemestian 
matematika. Apakah hanya suatu keterbatasan psikologis yang bersifat 
kebetulan yang menyebabkan kita tidak dapat mempersepsi objek-objek 


a dalam cara lainnya 


Penggunaan matematika baru dalam sains memunculkan desakan bard 
ke arah persoalan-persoalan mengenal aplikabil matematika bagi dunia 
fisik. Di sini empirisisme memberikan penjelasan yang lebih baik) 


Berdasarkan empirisisme, idea-idea matematis diperoleh dari sifat-sifat dari 


objek-objek yang tampak, dan para matematikawan mengkaji relasi-relas 
antara idea-idea ini. Ini berarti para empirisis memandang bahwa 
matematikawan secara tidak langsung mempelajari relasi-relasi fisik tertentu 
di antara objek-objek fisik yang tampak. Penjelasan ini tidak dapat diberikan 
oleh seorang rasionalis. Masalah baginya yaitu menunjukkan bagaimana 
entitas-entitas matematis yang abadi dan dipahami secara fitrah berhubungan 
dengan objek-objek yang kita lihat di dunia sekitar kita dan di dalam studi 
sains. Jadi, seorang empirisis mengikuti Aristoteles, dengan suatu penjelasan 


langsung tentang kecocokan antara objek-objek fisik yang tampak 
gsung £ J | yang ij 

pasangan-pasangan matematisnya, sedangkan seorang rasionalis mengikuti 
Plato, dengan suatu penjelasan langsung tentang ketidakcocokan antara 


objek-objek inderawi dan pasangan-pasangan matematisnya, seperti 


lingkaran dan segitiga sempurna, dan barangkali juga bilangan-bilangan yang 
sangat besar, 
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NUEL KANT 


Perselisihan di antara rasionalisme dan empirisisme menjadi motivasi 
sentral dari upaya Kant untuk merumuskan suatu sintesis yang menangkap 
sifat-sifat paling masuk akal dari masing-masingnya. Hasilnya adalah suatu 
gaya heroik untuk menjelaskan atau menampung kemesuan matematika dan 
sifat a prion dari kebenaran matematis, sambil menjelaskan atau menampung 
kedudukan matematika dalam sains-sains empirik dan, khususnya, 
aplikabilitas matematika pada dunia fisik. Masalah Kant adalah menunjukkan 
bagaimana matematika dapat diketahui a priori tetapi aplikabel universal— 
pada semua pengalaman—dengan kepastian yang tetap, Pandangan- 
pandangannya tentang matematika merupakan suatu komponen yang tidak 
terpisahkan dari keseluruhan filsafatnya. Di sisi lain, referensi-referensi 
skepada matematika muncul di sepanjang tulisan filsafatnya. Oleh karena itu, 
Suatu kunci penting untuk memahami Kant adalah pemahaman mengenai 
pandangan-pandangannya tentang matematika 

Salah satu sifat yang paling menarik dan problematis dalam filsafat 
matematika Kant adalah tesis bahwa kebenaran-kebenaran dari geometri, 


dritmetika, dan aljabar, bersifat “sintetik a priori’, yang berdasarkan pada 
Sintuisi”. Dengan demikian, konsep-konsep kuncinya adalah pengetahuan a 
priori, pembedaan analitik-sintetik, dan kemampuan intuisi 

Bagi Kant, suatu pernyataan universal (dalam bentuk “Semua S adalah 
Pr) adalah analitik jika konsep predikat (P) terkandung dalam konsep subjek 
(5); jika tidak demikian, suatu pernyataan bersifat sintetik, Seperti kita 
ketahui, tidak setiap pernyataan bersifat sintetik. Seperti kita ketahui, tidak 
setiap pernyataan memiliki suatu bentuk subjek-predikat, dan dengan 
demikian, berdasarkan pandangan kontemporer, definisi Kant untuk 
analitisitas Udaklah natural dan sangat melemahkan. Namun demikian, Kant 
mengenali bentuk-bentuk penilaian lain, dengan menyebutkan bahwa aplikasi 
pembedaa 


n analitik-sintetik pada penilaian-penilaian negatif adalah langsung 
(Critique of Pure Reason, A6/B 11), tetapi dia tidak berbicara panjang lebar 
tentang hal-hal lainnya. 

Status metafisik dari kebenaran-kebenaran analitik menurut Kant 
berkisar puda sifat konsep-konsep. Ini berarti bahwa tesis Kant mensyaratkan 
konsep-konsep memiliki bagian-bagian (setidaknya secara metaforis), karena 
jika tidak begitu maka kita tidak dapat berbicara tentang sebuah konsep yang 
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“mengandung” konsep lainnya. Perkara-perkara yang relevan di sini bersifat 
epistemik. Kant memandang bahwa bagian-bagian dari konsep dipahami 
melalui suatu proses mental yang disebut analisis konseptual. Ringkasnya, 
apa pun konsep-konsep itu, Kant meyakini bahwa seseorang yang memahami 
suatu konsep berada pada posisi untuk melakukan analisis konseptual dan 
menentukan komponen-komponen dari konsep tersebut. Analisis konseptual 
mengungkap apa yang telah implisit dalam konsep-konsep, Dengan 
demikian, analisis konseptual tidak menghasilkan pengetahuan baru tentang 
dunia. 

Jelaslah bahwa kebenaran analitik dapat diketahui secara a priori. 
Misalkan A suatu kebenaran analitik, Seseorang yang telah memahami 
konsep-konsep yang diungkapkan dalam A berada pada posisi untuk 
menentukan bagian-bagian dari konsep-konsep itu dan, dengan demikian, 

a kebenaran dari A. Tidak diperlukan pengalaman inderawi tertentu, selain apay 
yang diperlukan untuk memahami konsep-konsep yang dituntutkan | 

Kant memandang bahwa beberapa pernyataan matematis bersifaf 
analitik. Misalnya, ‘semua segitiga memiliki tiga sudut” atau barangkali 
‘semua segitiga memiliki tiga sisi”. Namun demikian, Kant meyakini bahwa 
hampir semua pernyataan matematis bersifat sintetik. Analisis konseptual 
semata tidak dapat menentukan bahwa 7 + 5 = 12, atau bahwa di antara 
sebarang dua titik dapat dilukis sebuah garis Jurus, atau bahwa suatu garis 
lurus adalah jarak terpendek antara dua titik. Kajian konsep-konsep yang 
terkait dengan ‘7’, "S4 “12”, penjumlahan, identitas, titik, dan garis tidak akan 
mengungkapkan kebenaran dari pernyataan-pernyataan tersebut 

Untuk memahami mengapa Kant berpikir bahwa analisis konseptual 
tidak memadai untuk mengukuhkan banyak pernyataan matematis, kita perlu 
memperhatikan epistemologi Kant. Dia meyakini bahwa pernyataan- 
pernyataan sintetik dapat diketahui hanya melalui “intuisi”, dan dengan 
demikian kita perlu memahami gagasan tersebut. Intuisi dalam pandangan 
Kant memiliki dua sifat, meski para pakar tidak sependapat tentang nilai 
relatif dari masing-masingnya. Pertama, intuisi-intuisi bersifat tunggal, dalam 
arti bahwa intuisi-intuisi adalah cara-cara untuk merepresentasikan objek- 
objek individual. Jadi, intuisi bersifat esensial bagi pengetahuan objek-objek 
individual. Di sisi lain, analisis konseptual tidak bersifat tunggal dan hanya 
menghasilkan kebenaran-kebenaran umum. 
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Untuk mengadaptasi tesis Kant pada matematika, musalkan seseorang 
ingin menunjukkan bahwa terdapat suatu bilangan prima yang lebih besar 
dari 100. Pada cara matematis yang lazim, dia asumsikan bahwa setiap 
bilangan asli lebih dari 100 adalah komposit dan mengambil suatu 
kontradiksi. Jadi barangkali dia telah mengukuhkan suatu kebenaran analitik 
bahwa tidak benar semua bilangan yang lebih dari 100 adalah komposit. 


Tetapi, kita hanya mengetahui eksistensi suatu bilangan prima tersebut jika 
kita mengetahui bahwa serdapat bilangan-bilangan asli yang lebih besar dari 
100. Dengan berdasarkan analisis konseptual saja tampak bahwa kita masih 
memiliki pilihan untuk menolak asumsi eksistensial tadi, Analisis konseptual 
tidak dapat mengukuhkannya, Menurut Kant, kita memerlukan intuisi untuk 


merepresentasikan bilangan-bilangan (atau grup- 


rup objek berbilangan) dan 
bangun-bangun geometrik, berikut untuk mempelajari apa-apa tentang semua 
shal tersebut 

Dengan demikian, salah satu alasan untuk memandang matematika 
bersifat sintetik adalah bahwa matematika berhubungan dengan objek-objek 
Individual seperti objek-objek berbilangan, bangun-bangun geometrik, dan 
bahkan ruang ita sendiri—yang dipandang oleh Kant bersifat tunggal dan 


dipahami oleh intuisi. Namun, pandangan-pandangan Kant sesungguhnya 
lebih dalam lagi. 

Kant meyakini bahwa, meskipun kebanyakan pernyataan matematis 
bersifat sintetik. mereka dapat diketahui a priori—lepas dari pengalaman 
inderawi, Bagaimana ini mungkin? Entah motivasinya datang dari 
matematika atau bukan, banyak sekali filsafat umum Kant dicurahkan untuk 
menunjukkan bagaimana pernyataan-pernyataan sintetik a priori adalah 
mungkin, Bagaimana mungkin terdapat kebenaran-kebenaran a prion yang 
tidak berdasar pada analisis konseptual? 

Sifat kedua dari intuisi dalam pandangan Kant adalah bahwa intuisi 
menghasilkan pengetahuan yang bersifat segera. Bagi manusia, setidaknya. 
intuisi terikat pada persepsi inderawi. Namun demikian, intuisi seperti itu 
bersifat empirik dan pengetahuan yang dihasilkannya bersifat kemungkinan. 
Kant meyakini 
terdapatnya suatu bentuk intuisi yang menghasilkan pengetahuan a priori 
tentang kebenaran-kebenaran yang mesti. Intuisi “murni” ini melahirkan 


Kita tidak mempelajari matematika secara demikia 


bentuk-bentuk dari intuisi-intuisi empirik yang mungkin. Ini berarti bahwa 
intuisi murni adalah suatu kesadaran akan bentuk spatio-temporal dari 
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persepsi inderawi biasa. Gagasannya yaitu intuisi murni mengungkap 
perkiraan-perkiraan tentang pengetahuan empirik. yang tidak bersifat 
problematis, mengenai objek-objek spatio-temporal. Misalnya, geometri 
Euclid berkenaan dengan cara-cara manusia semestinya mempersepsi ruang 
dan objek-objek terkait ruang. Kita melihat objek-objek dalam tiga dimensi, 
membatasi luas dengan garis-garis lurus, dan sebagainya. Aritmetika terkait 
dengan cara-cara manusia semestinya mempersepsi objek-objek dalam ruang 
dan waktu, menentukan letak dan memperbedakan objek-objek dan 
menghitungnya. Antmetika dan geometri dengan demikian mendeskripsikan 
kerangka persepsi. Kant memandang proses ini sebagai persepsi inderawi, 
Dengan demikian, struktur penalaran matematis berdasarkan pada struktur 

alat persepsi kita. 
Sebagai rangkuman, Kant berpandangan bahwa analisis konsepwal tidak 
a menghasilkan pengetahuan baru, melainkan hanya mengungkap apa yang 
implisit di dalam konsep-konsep. Di sisi lain, matematika menghasilkan 


pengetahuan baru. Konklusi-konklusi dari matematika tidak implisit dalam 
konsep-konsep. Intuisi memberi kita contoh-contoh dari objek-objek, atan 
grup-grup objek. yang menampilkan konsep-konsep ya sedang dikaji) 
Matematika mengungkap pengetahuan baru via suatu proses mental a priori 
yang disebut konstruksi. Para matematikawan bekerja dan bertindak pada 


- | 
contoh-contoh yang diberikan itu, mengikuti aturan-aturan yang implisit 
dalam “intuisi murni” | 


C. JOHN STUART MILL 


Para filsuf seperti Kant mengeksplorasi berbagai prasyarat dan ambang 
batas pikiran dan pengalaman manusia melalui metode-metode yang lepas 
dari, dan mendahului, sains-sains alam. Ini adalah sebentuk variasi prinsip 
filsafat-dahulu yang telah kita bahas lebih awal. Mereka memandang filsafat 
diperlukan untuk menentukan fondasi pokok dan batas-batas a priori dari 
semua inkuiri empirik. Kant berupaya mengungkap kerangka pengetahuan 
empirik, untuk menjadi pedoman bagi persepsi-persepsi kita 

Meskipun pengaruh Kant sangat besar, banyak filsuf menyadari dan 
terus mempelajari bahwa gag 


annya tentang intuisi—berikut tesis kebenaran 
sintetik a priori yang diajukannya ternyata bermasalah. Oleh karena itu. 
dapatkah kita memahami matematika dan logika tanpa terikat oleh bentuk- 
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bentuk dari intuisi spatial dan temporal? Dari perspektif empirisisme secara 
umum, terdapat dua alternatif bagi pandangan Kant bahwa matematika 
bersifat sintetik a priori. Seseorang dapat memahami matematika sebagai 
bersifat analitik, atau, jika tidak demikian, memahaminya sebagai empirik, 
sehingga bersifat a posteriori, Kita sekarang akan mengulas seorang empirisis 
radikal, John Stuart Mill. yang mengambil rute kedun tersebut. dengan 
argumen bahwa matematika bersifat empirik. Dia adalah seorang perintis 
jalan bagi penjelasan-penjelasan empirisis kontemporer tentang matematika. 
Mill menentang pandangan para pengikut Kant dengan keyakinan bahwa 
pikiran manusia adalah sepenuhnya bagian dari alam, dan, dengan demikian, 
bahwa tidak mungkin suatu pengetahuan yang signifikan tentang dunia 
bersifat a priori, Dia mengembangkan suatu epistemologi berdasarkan 
pandangan empirisis radikal tersebut 
a Pembedaan yang diajukan oleh Mill antara pernyataan-pernyataan 
*verbal’ dan ‘real’ tampak mengambil model dari dikotomi analitik-sintentik 


dan “perkara-perkara fakta". Bagi Mill, pernyataan-pernyataan verbal adalah 
benar menurut definisi. Pernyataan-pernyataan semacam itu tidak memiliki 
muatan yang sebenarnya, dan tidak mengatakan apa pun tentang dunia. Mill 
berbeda dari Kant dan dari beberapa empirisis lain, misalnya Hume yang 
lebih dahulu darinya dan Rudolf Carnap setelahnya, dalam hal keyakinannya 
bahwa pernyataan-pernyataan dalam matematika—dan sebagian besar 
pernyataan logika—adalah real dan oleh karena itu bersifat sintetik dan 
empirik. Di dalam peristilahan Hume, bagi Mill matematika dan logika 
berhubungan dengan perkara-perkara fakta. 

Tidak seperti empirisis sebelum dan sesudah dirinya, inferensi 
epistemologis fundamental untuk Mill adalah induksi enumeratif. Kita 
melihat banyak burung gagak hitam dan tidak melihat satu pun burung gagak 
dengan sebarang warna lainnya, dan menyimpulkan bahwa semua gagak 
berwarna hitam serta bahwa gagak selanjutnya yang akan kita lihat berwarna 
hitam. Semua pengetahuan (yang real) tentang dunia secara tidak langsung 
ditelusuri hingga ke generalisasi-generalisasi yang didasarkan pada observasi. 
Epistemologi umum dari Mill bersifat kompleks, dan meliputi prinsip- 
prinsipnya yang terkenal tentang penelitian eksperimental dalam sains. 
Ketertarikan epistemik di antara hukum-hukum dalam sains dan generalisasi- 
generalisasi dari pengalaman bersifat tidak langsung. Namun demikian, 
epistemologi dari Mill untuk matematika dan Jogika tidak sekompleks itu. 
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Dia memandang bahwa matematika dan logika dapat ditelusuri secara 
langsung ke induksi cnumeratif—inferensi-inferensi dari observasi via 
generalisasi-generalisasi kepada apa yang sedang diobservasi. 

Sekurang-kurangnya sekali, Mill menyebutkan bahwa generalisasi- 
generalisasi tidak menambah sesuatu pun pada kekuatan argumen-argumen, 
karena semua inferensi yang penting adalah dari ‘yang khusus ke yang 
khusus', Pernyataan-pernyataan universal, misalnya ‘semua gagak berwarna 
hitam”, hanya merupakan catatan rangkuman dari apa yang telah kita amati 
dan apa yang kita harap untuk amati. Bagi Mill, pernyataan-pernyataan 
matematis yang lazim adalah generalisasi-generalisasi, dan dengan demikian, 
pernyataan-pernyataan ini juga mencatatkan dan merangkumkan 
pengalaman. Filsafat matematika dari Mill dirancang untuk hanya 
menunjukkan apakah proposisi-proposisi matematis itu, untuk membawa 

a mereka sejalan dengan tema epistemologis umum tersebut 

Mari kita mulai dengan geometri, Mill menolak eksistensi objek-objek 
abstrak, dan dia berupa 
itu, seperti Aristoteles, dia harus menjelaskan pengertian yang tegas di mang 
objek-objek yang dipelajari dalam geometri tidak seperti apa pun yang kit 
amati di dunia fisik. Tulisan Mill tentang perkara ini tidak jelas,tetapi kita 
dapat mengambil uraian umumnya. Dia memandang bahwa objek-objek 
geometris adalah — aproksimasi-aproksimasi dari bangun-bangun 


a membangun geometri pada observasi. Oleh karena, 


sesungguhnya yang dilukiskan. Geometri terkait dengan idealisasi-idealisast 
dari kemungkinan-kemungkinan konstruksi. Dua konsep yang sangat penting 
di sini adalah ‘idealisasi’ dan ‘kemungkinan’. Bagaimanakah seorang 
empirisis yang teguh ini memaknai konsep-konsep tersebut? 

Mill memaknai garis-garis tanpa lebar dan titik-titik tanpa panjang 
sebagai konsep-konsep limit, Suatu garis tertentu yang dilukis pada kertas 
lebal tipisnya tergantung pada kualitas tinta, ketajaman pensil, atau resolusi 
alat cetak. Kita dapat menganggap garis-garis geometri sebagai limit yang 
didekati saat kita melukis garis-garis semakin tipis dan semakin lurus. Sama 
halnya, suatu titik adalah limit yang didekati saat kita melukis ruas garis-ruas 
garis semakin tipis dan semakin pendek, dan suatu lingkaran adalah limit 
yang didekati saat kita melukis lingkaran-lingkaran semakin tipis dan 


semakin sempurna, Secara fisik, tentu saja, tidak terdapat limit-limit seperti 
itu, dan Mill memandang bahwa geometri tidak terkait dengan objek-objek 


yang ada. Jadi, tegasnya. geometri Euclid adalah suatu fiksi. Bangun-bangun 
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yang dipostulaikan di sana adalah “wakil-wakil semu". Tetapi, karena 
bangun-bangun geometri mendekati bangun-bangun yang dilukis maupun 
objek-objek di alam. maka pernyataan-pernyataan geometrik adalah benar 
(dari pandangan alam) sepanjang bahwa bangun-bangun dan objek-objek 
realnya mendekati idealisasi-idealisasi. Pada pengertian tersebut, pernyataan- 
pernyataan dalam geometri adalah generalisasi-generalisasi induktif tentang 
bangun-bangun fisik yang mungkin di ruang fisik. Pernyataan-pernyataan itu 
telah terkukuhkan oleh pengalaman yang panjang. 

Kita dapat mempertanyakan gagasan kemungkinan dalam penjelasan 
Mill tentang geometri. Misalnya, apakah yang hendaknya kita pahami dari 
postulat Euclid bahwa di antara dua titik seseorang dapat melukis suatu garis 
lurus? Jika ini berarti kita dapat melukis sebuah garis yang tidak memiliki 
lebar. maka postulat tersebut sama sekali tidak benar. Dipahami dalam 
ekaitan-kaitan fisik yang nyata, versi limit dari postulat Euclid itu jelas salah. 

Sekarang kita beralih ke aritmetika. Mill menerima pandan 


an Plato dan 


Aristoteles bahwa bilangan-bilangan asli adalah bilangan-bilangan dari 
kumpulan-kumpulan. Dia sejalan dengan Aristoteles dalam penolakan ‘unit- 
wait” ideal dan, dengan begitu, bagi Mill, bilangan-bilangan adalah jumlah- 
jumlah dari objek-objek biasa. Dia tidak memandang suatu bilangan sebagai 
Istilah tunggal yang mewakili suatu objek tunggal. Selanjutnya, Mill 
berpandangan bahwa tiap bilangan mewakili kumpulan-kumpulan yang 
besarnya sesuai bilangan yang terkait dengannya. Ini menyimpulkan bahwa 
terdapat, atau mungkin terdapat, objek-objek dalam jumlah tak-hingga. 
Apakah kita memiliki dukungan empirik untuk pandangan tersebut? 
Bagaimana jika kita mengambil suatu teori fisika yang menyimpulkan bahwa 
objek-objek fisik banyaknya terhingga? Akankah ini meruntuhkan 
aritmetika? 

Siatuasi di sini menyerupai ketidaksesuaian antara pernyataan- 
pernyataan dalam geometri dan pernyataan-pernyataan tentang objek-objek 
biasa. Pengalaman kita yang terbatas tidak cocok secara tepat dengan 
pernyataan-pernyataan matematis. Seperti dalam geometri, seorang pengikut 
Mill mungkin menanggapi dengan waci 


a tentang idealisasi, kemungkinan, 
dan aproksimasi, Pernyataan-pernyataan matematis—khususnya definisi- 
definisi untuk bilangan-bilangan—tidak secara tepat cocok dengan 
pengalaman. Pernyataan-pernyataan matematis terkait dengan pengalaman 
yang mungkin, pada kondisi-kondisi idealisasi di mana rentang perhatian kita 
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mengalami peningkatan serta sebarang perbedaan dan interaksi antara unit- 
unit (yang mungkin mengubah bilangan itu seiring waktu) diabaikan. 
Pengalaman mengukuhkan bahwa pernyataan-pernyataan aritmetik adalah 
kurang lebih berdasarkan pengalaman. Namun demikian, lagi-lagi, seorang 
pengikut Mill memiliki kewajiban untuk menjelaskan gagasan kemungkinan 
tersebut 
Satu sisi lain dari pandangan Mill, implisit dalam apa yang telah kita 
bahas, yaitu bahwa dia telah cukup jauh meninggalkan pandangan bahwa 
matematika bersifat sangat (jika tidak mutlak) pasti dan mesti. Menurut Mill, 
terdapat banyak pernyataan matematis yang bahkan tidak benar sama sekali, 
apalagi “mesti benar” dan “sudah pasti”, dan apalagi ‘dapat diketahui a priori’ 
Mill secara serius membahas persoalan untuk menunjukkan mengapa 
pandangan yang diterima itu sedemikian bersifat memaksa, Dia bertanya: 
a “Mengapa kepastian matematika, dan evidensi dari demonstrasi, [menjadi] 
frase-frase umum untuk mengungkapkan jaminan tertinggi yang dapat 
dicapai oleh akal. Mengapa matematika oleh hampir semua filsuf wf 
dipandang tidak terikat pada evidensi dari pengalaman dan observasi, dan 
disebutkan sebagai sistem-sistem Kebenaran Yang Mesti?” (Mill 1973: 224), 
Mill berpandangan bahwa aritmetika tampak mesti dan dapat diketahui 4 
priori karena aksioma-aksioma dan definisi-definisi “kita ketahui melalul 
pengalaman yang telah berlangsung sedemikian lama dan konstan” (19734 
256). Kebenaran-kebenaran dasar aritmetika, misalnya, hasiljumlahx 
hasiljumlah sederhana, telah terkukuhkan sejak masa kita mulai berinteraksi 
dengan dunia. Ini tidak menjadikan kebenaran seperti itu sungguh-sungguh a 
priori, Mill menerima bahwa hasiljumlah-hasiljumlah aritmetika sederhana 
bersifat mesti, tetapi hanya dalam artian bahwa kita tidak dapat 
membayangkan segala sesuatu sebagai tidak demikian, 

Mill sepaham dengan pandangan Kant bahwa sumber keyakinan 
sebenarnya terhadap aksioma-aksioma aritmetik dan geometri berada dalam 
batas-batas yang dapat kita persepsi. Aksioma-aksioma dari teori-teori 
matematis dipilih dengan merenungkan bagaimana kita mempersepsi struktur 
dunia. Tentu saja, Mill setuju bahwa pemahaman-pemahaman ke dalam 
intuisi perseptual ini reliabel. dalam arti bahwa kita tidak akan tersesat 
dengan mengikutinya dan mempersepsi, misalnya, bahwa dunia ini cocok 
dengan geometri Euclid dan bahwa hasiljumlah-hasiljumlah sesuai dengan 


a. 


aritmetika. Namun demikian, dia mempertahankan pendiriannya bahwa 
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reliabilitas dari intuisi perseptual yang berhubungan dengan ciri-ciri 
geometrik dan artimetik adalah suatu perkara empirik. Maksudnya, kita 
mengungkap berdasarkan pengalaman bahwa intuisi perseptual bersifat 
reliabel. Berdasarkan observasi oleh diri kita sendiri, kita mengetahui bahwa 
kita udak dapat mempersepsi dunia dalam sebarang cara lainnya dan bahwa 
observasi terus mengukuhkan bentuk-bentuk Euclid dan bentuk-bentuk 
aritmetik 

Mengingat landasan epistemologis yang tidak cukup berharga dari 
induksi enumeratif, merupakan hal yang menarik bahwa Mill membawa 
empirisisme teguhnya sepanjang dia mampu, dengan mengemukakan 
penjelasan-penjelasan filosofis yang kompleks tentang geometri Euclid dan 
aritmetika dasar. Namun demikian, filsafat matematikanya tidak sedemikian 
jabar, 


tangguh, Dia hanya mengkaji tentang geometri, aritmetika, dan a 
sbukan cabang-cabang matematika tingkat lebih tinggi. Kelemahan ini 
fermaklumi dalam Aristoteles, tetapi tidak sedemikian mudah kita 
'memakluminya di sini, dengan mempertimbangkan nilai penting matematika 
Tingkat lanjut dalam pengembangan sains-sains pada masa Mill 


KA LATIHAN 


== 
SZF 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di alas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Jelaskan tentang rasionalisme dan empirisisme di Eropa pada abad ke-17 
dan 18! Sebutkan beberapa filsuf ketika itu dari masing-masing aliran 
tersebut! 

2) Jelaskan dun sifat dari intuisi dalam pandangan Kant! 

3) Jelaskan pandangan Mill tentang objek-objek geometris! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Pada abad ke-17 dan 18 di Eropa: 

2) Rasionalisme menekankan peran penalaran dalam pemerolehan 
pengetahuan. Versi-versi ckstrim dari pandangan ini menyatakan bahwa 
semua pengetahuan adalah, atau idealnya harus, didasarkan pada 
penalaran. Model rasionalis untuk pengumpulan pengetahuan adalah 
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matematika—khususnya demonstrasi matematis. Filsuf rasionalisme 
ketika itu antara lain René Descartes, Baruch Spinoza, Leibniz. 

3) Empirisisme, oposisi utama rasionalisme, adalah upaya untuk 
melandaskan pengetahuan, atau materi-materi dari mana pengetahuan 
didasarkan, pada pengalaman panca indera. Suatu tema umum dari para 
empirisis adalah bahwa setiap yang kita ketahui tentang dunia harus 
timbul dari observasi yang bersifat netral dan tidak memihak. Satu- 
satunya jalan masuk ke alam semesta adalah melalui mata, telinga. dan 
sebagainya. Filsuf empirisisme ketika itu antara lain John Locke, George 
Berkeley, David Hume, dan Thomas Reid 

4) Pertama, intuisi-intuisi bersifat tunggal, dalam arti bahwa intuisi-intuisi 
adalah cara-cara untuk merepresentasikan objek-objek individual, Jadi, 
intuisi bersifat esensial bagi pengetahuan objek-objek individual. Kedua, 
intuisi menghasilkan pengetahuan yang bersifat segera. Bagi manusia, 
setidaknya, intuisi terikat pada persepsi inderawi 

5) Mill menolak eksistensi objek-objek abstrak, dan dia berupaya 
membangun geometri pada observasi. Dia menganggap bahwa objek 
objek geometris adalah aproksimasi-aproksimasi dari bangun-bangur 
sesungguhnya yang dilukiskan. Geometri terkait dengan idealisasi & 
idealisasi dari kemungkinan-kemungkinan konstruksi. 


Plato memandang bahwa terdapat suatu realm Bentuk yang memuat 
apa-apa yang sempurna. Plato menyebut realm fisik sebagai dunia 
Menjadi, karena objek-objek fisik mengalami perubahan dan kerusakan. 
Di sisi lain, Bentuk-bentuk bersifat kekal dan tidak berubah, Tidak ada 
yang bersifat subjektif, konvensional, atau kultur-relatif mengenai 
Bentuk-bentuk tersebut. Plato memandang bahwa kita memahami realm 
fisik melalui panca indera kita. Dia menyebut ini realm "penglihatan dan 
suara”. Di sisi Jain, kita memahami Bentuk-bentuk hanya melalui refleksi 
mental, dengan berpikir 

Filsafat Aristoteles tentang matematika menolak suatu dunia Jadi 
yang tersendiri. Aristoteles menerima eksistensi Bentuk-bentuk, atau 
universal-universal, tetapi dia berpandangan bahwa semua itu tidak 
terpisah dari objek-objek individual yang mewakili Bentuk-bentuk. 
Bentuk-bentuk ada di dalam objek-objek individual. Karena, dalam 
pandangan Aristoteles, geometri berkaitan dengan objek-objek fisik atau 
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abstraksi-abstraksi langsung dari objek-objek fisik, maka wacana 
tentang, misalnya, “mempersegikan dan menerapkan dan menjumlahkan 
dan semacamnya” menjadi wajar. 


AA TES FORMATIF 3 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Apakah upaya heroik Kant terkait perselisihan antara rasionalisme dan 
empirisisme? Sebutkan tesis dalam filsafat matematikanya tentang sifat 
dari kebenaran-kebenaran dalam geometri, aritmetika. dan aljabar! 

2) Jelaskan apa yang dimaksud dengan analisis konseptual menurut Kant! 

3) Jelaskan "intuisi murni" dalam peristilahan Kant! 

4) Sebutkan dua alternatif dari perspektif empirisisme secara umum bagi 
pandangan Kant bahwa matematika bersifat sintetik a priori! 

$) Jelaskan pandangan empirisis radikal dari Mill! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 3 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 3 


. Jumlah Jawaban yang Benar e 
Tingkat penguasaan = x100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan RO% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan modul selanjutnya. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar 3, terutama bagian yang 
belum dikuasai 
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Kunci Jawaban Tes Formatif 
Tes Formarif 1 


1) Matematika tidak jauh dari kajian bidang-bidang filsafat seperti 
epistemologi, metafisika, logika. sains kognitif, filsafat bahasa, dan 
filsafat sains alam dan sains sosial. Di sisi lain, filsafat juga tidak jauh 
dari kajian bidang-bidang matematis seperti logika. teori himpunan, teori 


kategori, komputabilitas, dan bahkan analisis dan geometri 


Pertama, matematika dan filsafat merupakan upaya-upaya intelektual 
paling awal untuk memahami dunia di sekitar kita, dan keduanya terlahir 
di Yunani Kuno atau mengalami transformasi-transformasi penting di 
sana. Kedua, dan lebih sentral, matematika adalah suatu studi kasus 
penting bagi Filsuf. Ini meliputi perihal epistemologi, ontologi, semantik, 
dan logika. Alasan ketiga untuk keterkaitan matematika dan filsafat 
terletak pada epistemologi—studi pengetahuan, | 
3) Prinsip filsafat-dahulu; Pada tingkatan fundamental, filsafat menentukan 
praktik. Ini berarti seseorang terlebih dahulu mendeskripsikan ataw 
mengungkap apakah matematika sesungguhnya, dan ini menetapkan 
bagaimana matematika hendaknya dilakukan | 
4) Prinsip filsafat-terakhir-jika-memang: Filsafat sebaik-baiknya hanya 
dapat berperan sebagai abdi yang tidak penting bagi matematika. Jika 
pun filsafat memang mendapatkan peran, maka tugas itu adalah 
memberikan penjelasan yang koheren tentang matemátika sebagaimana 
dipraktikkan sampai sejauh itu 
5) Kerja seorang filsuf dalam matematika adalah memberi penjelasan 
tentang matematika dan kedudukannya dalam kehidupan intelektual kita. 
Dia hendaknya mengatakan sesuatu tentang matematika, sesuatu tentang 


hasa matematis, dan 
sesuatu tentang diri kita sendiri. Suatu tugas yang besar, meski tanpa 
melibatkan pengungkapan prinsip-prinsip pertama 


aplikasi-aplikasi matematika, sesuatu tentang ba 


6) Matematikawan yang menganut suatu filsafat matematika hendaknya 
memperoleh sesuatu dengan filsafat matematikanya, suatu orientasi bagi 
matematika, pemahaman tentang perspektif dan peran matematika, dan 


sekurang-kurangnya suatu pedoman bagi arahan matematika—masalah- 
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Te. 


1) 


4) 


6) 


5 


masalah seperti apa yang penting, pertanyaan-pertanyaan apa yang 


hendaknya diajukan, metodologi-metodologi apa yang masuk akal, apa 


yang mungkin berhasil, dan sebagainya. 
Formatif 2 


Ontologi: Terdapat sesuatu realm Bentuk yang memuat apa-apa yang 
sempurna. Bentuk-bentuk bersifat kekal dan tidak berubah. Tidak ada 
yang bersifat subjektif, konvensional, atau kaltur-relatif mengenai 
Bentuk-bentuk itu, Suatu objek fisik, misalnya lukisan, adalah indah 


sepanjang bahwa ia ‘menyerupai’, "mengambil bagian dalam’, atau 


“memiliki bagian dari” suatu bentuk tertentu, yaitu Keindahan itu sendiri 
Epistemologi: Kita memahami realm fisik—dunia Menjadi melalui 
panca indera kita. Dia menyebut ini realm "penglihatan dan suara”. Di 
sisi Jain, kita memahami Bentuk-bentuk hanya melalui refleksi mental, 
dengan berpikir. 

Plato meyakini bahwa pernyataan-pernyataan dalam geometri adalah 
secara objektif benar atau salah, tidak terikat pada pikiran, bahasa, dan 
sebagainya, dari para matematikawan. Istilahnya. dia adalah seorang 
realis dalam nilai kebenaran. 

Aplikabilitas matematika pada dunia fisik bersifat langsung. 
Matematikawan mempelajari ciri-ciri real dari objek-objek fisik yang 
real. Tidak ada keperluan untuk mempostulatkan suatu hubungan antara 
realm matematis dan realm fisik, karena kita tidak sedang menangani 
dua realm terpisah 

Ya, Karena dalam pandangan Aristoteles geometri berkaitan dengan 
objek-objek fisik atau abstraksi-abstraksi langsung dari objek-objek 
fisik, maka wacana tentang, misalnya, “mempersegikan dan menerapkan 
dan menjumlahkan, dsb.” menjadi wajar. Aristoteles memperlakukan 


pernyataan-pernyataan matematis secara harfiah. 

Filsafat Plato tentang matematika terikat pada penjelasannya tentang 
Bentuk-bentuk se 
dunia Jadi, yang terpisah dari realm fisik. Di sisi lain, filsafat Aristoteles 
tentang matematika bertumpu pada penolakan terhadap suatu dunia Jadi 


pai entitas-entitas yang abadi dan tak berubah di 


yang terpisah. Bagi Aristoteles, segala sesuatu di dunia fisik memiliki 
Bentuk-bentuk, tetapi tidak ada dunia yang terpisah untuk mewadahi 
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Bentuk-bentuk int, Dengan demikian, Bentuk-bentuk ada di dalam 
objek-objek individual. 


Formatif 3 


1) Kant berupaya menjelaskan atau menampung kemestian matematika dan 
sifat a priori dari kebenaran matematis, sambil menjelaskan atau 
menampung kedudukan matematika dalam sains-sains empirik dan. 
khususnya, aplikabilitas matematika pada dunia bisik. Salah satu tesisnya 
adulah bahwa kebenaran dari geometri, aritmetika, dan aljabar, bersifat 
"sintetik a priori’, yang berdasarkan pada “intuisi”, 

2) Analisis konseptual adalah suatu proses mental untuk memahami bagian- 
bagian dari konsep. Apa pun konsep-konsep itu, Kant meyakini bahwa 
seseorang yang memahami suatu konsep berada pada posisi untuk, 
melakukan analisis konseptual dan menentukan komponen-komponerp 
dari konsep tersebut. Analisis konseptual mengungkap apa yang telah 
implisit dalam konsep-konsep sehingga analisis konseptual tidak 
menghasilkan pengetahuan baru tentang dunia 

3) Suatu bentuk intuisi yang menghasilkan pengetahuan a priori tentang 
kebenaran-kebenaran yang mesti. Intuisi “murni” ini melahirkan bentuk: 
bentuk dari intuisi-intuisi empirik yang mungkin. Ini berarti bahwa 
intuisi murni adalah suatu kesadaran akan bentuk spatio-temporal dart 
persepsi inderawi biasa. 

4) Seseorang dapat memahami matematika sebagai bersifat “analitik”, atau, 
jika tidak demikian, memahaminya sebagai ‘empirik’, sehingga bersifat 
ä posterion, 

5) Matematika bersifat empirik dan, menurut Mill, pikiran manusia adalah 
sepenuhnya bagian dari alam, sedemikian hingga tidaklah mungkin suatu 
pengetahuan signifikan tentang dunia bersifat a priori 
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MODUL 9 


Aliran-Aliran Besar 
Dalam Filsafat Matematika Modern 


Prof. Dr. Wahyudin, M.Si. 
[= PENDAHULUAN 


agian berjudul Aliran-aliran Besar dalam Filsafat Matematika Modern 
8 ini berupaya untuk mengemukakan secara ringkas pandangan-pandangan 
filosofis utama yang telah mendominasi perdebatan pada awal abad lalu dan 
masih menjadi bahan wacana dalam literatur masa kini | 

Kegiatan Belajar | terlebih dahulu membahas logisisme, suatu card 
pandang bahwa matematika adalah, atau dapat direduksi kepada, logika, 
Setelah itu dibahas tentang formalisme, suatu pandangan yang berfokus pada 
fakta bahwa banyak matematika terdiri atas manipulasi berkaidah terhadap 
karakter-karakter linguistik. Akhirnya, dibahas tentang intuisionisme—suat 
pandangan bahwa matematika tersusun dari konstruksi mental. 

Kegiatan Belajar 2 membahas beberapa pandangan dalam filsafat 
matematika kontemporer, Pertama, dibahas beberapa pandangan yang 
memaknai bahasa matematis secara harfiah, pada nilai permukaan, dan 
menganut bahwa sebag besar pernyataan dari para matematikawan adalah 
andangan-pandangan ini meyakini bahwa bilangan, 
fungsi, titik, dan sebagainya, memiliki eksistensi yang tidak terikat pada 


benar. Para filsuf dalam p 


matematikawan. Selanjutnya, dikemukakan secara ringkas tentang 
pandangan-pandangan filosofis kontemporer yang menolak eksistensi objek- 
objek spesifik matematis, Akhirnya, bahasan dalam Kegiatan Belajar 2 
ditutup dengan kajian singkat tentang strukturalisme, suatu pandangan bahwa 


matematika sesungguhnya lebih merupakan pola-pola daripada sebagai 
objek-objek individual. 

Setelah menyelesaikan modul ini, Anda diharapkan memiliki berbagai 
kemampuan sebagai berikut: 
I- menjelaskan esensi dari logisisme, 
2. menjelaskan esensi dari formalisme; 
3. menjelaskan esensi dari intuisionisme; 
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4. menyebutkan beberapa filsuf dari masing-masing pandangan tersebut; 

5. menjelaskan tentang realisme dalam ontologi kontemporer; 

6. menjelaskan tentang anti-realisme dalam ontologi kontemporer; 

7. menjelaskan tentang strukturalisme. 
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KEGIATAN BELAJAR 1 


Tiga Aliran Besar Filsafat Matematika: Logisisme, 
Formalisme, dan Intuisionisme 


M orang-orang jarang membesar-besarkan pengaruh Kant, namun 
temyata para filsuf selanjutnya mengalami kesulitan untuk meluruskan 
pandangan-pandangan tersebut dengan berbagai perkembangan dalam 
matematika dan sains. Alberto Coffa (1991) mengemukakan bahwa fokus 
utama dari filsafat abad ke-19 adalah menjelaskan prima facie sifat mesti dan 
u priori dari matematika dan logika tanpa melibatkan intuisi Kant, atau 
referensi lainnya kepada bentuk-bentuk a priori dan intuisi spatial dan 
temporal 

Tiga aliran besar dalam filsafat matematika telah mendominasi 
perdebatan filosofis pada awal abad lalu dan masih menjadi bahan wacana 
dalam literatur masa kini. Dalam kegiatan belajar ini, kita lebih dahulu 
membahas tentang logisisme, suatu cara pandang bahwa matematika adalah! 
atau dapat direduksi kepada, logika. Selanjutnya. dibahas tentang formalisme, 
suatu pandangan yang berfokus pada fakta bahwa banyak matematika ter diri 
atas manipulasi berkaidah terhadap karakter-karakter linguistik. Akhirnya 
kita akan membahas intuisionisme, suatu pandangan bahwa matematika 
terdiri atas konstruksi mental. 


A. LOGISISME 


Pada sekitar peralihan abad kedua puluh berkembang pandangan- 
pandangan bahwa matematika bersifat analitik (atau sepenuhnya analitik) 
Beberapa tokoh yang kita kaji sekilas dalam bagian ini meyakini bahwa 
sekurang-kurangnya bagian-bagian dari matematika adalah, atau dapat 
direduksi kepada, logika. Gagasannya adalah bahwa konsep-konsep dan 
objek-objek matematika. misalnya ‘bilangan’, dapat didefinisikan dari 
terminologi logis: dan dengan definisi-definisi int, teorema-teorema dalum 
matematika dapat diperoleh dari prinsip-prinsip logika. Pandangan ini disebut 
‘logisisme’, Kita akan memulai pembahasan logisisme dengan 
matematikawan Gottlob Frege. 


5 


= 3 Q 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:08 Y 4 N 


< Library = Hal9.4 


9.4 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA © 


1. Gottlob Frege 

Istilah-istilah analisitas dan pengetahuan a priori dimaknai secara 
berbeda oleh pemikir-pemikir yang berbeda. Ingat kembali bahwa bagi Kant. 
jika suatu pernyataan berbentuk subjek-predikat, maka pernyataan itu bersifat 
analitik jika konsep subjeknya mengandung konsep predikamya. Gagasan 
sentral dari pandangannya yaitu bahwa analisitas berkisar pada metafisika 
dari konsep-konsep. Seseorang menentukan apakah suatu pernyataan bersifat 
analitik dengan menganalisis konsep-konsepnya. Di sisi lain, Frege 


menerapkan suatu pembedaan yang lain, meski mungkin masih berhubungan. 
Dia memandang analisitas mirip dengan a prioritas sebagai suatu konscp 


epistemik, berkisar pada bagaimana suata pernyataan tertentu diketahui (atau 
dapat diketahui). 

Meski Frege meyakini bahwa setiap pernyataan yang dapat diketahui 
ememiliki “alasan dasar’, sesuatu layaknya bukti kanonik, namun definisi- 
definisi filosofis yang krusial dapat dirumuskan tanpa mensyaratkannya 
Suatu pernyataan bersifat a priori jika ia adalah suatu “hukum umum" yang 
tidak dapat dibuktikan, atau jika ia memiliki justifikasi—bukti—yang 
bersandar hanya pada hukum-hukum umum yang tidak dapat dibuktikan. 
Suatu pernyataan bersifat analitik jika ia suatu "hukum logika atau definisi 
umum" atau jika ia memiliki suatu bukti yang bersandar hanya pada hukum- 
hukum logika dan definisi-definisi yang umum seperti demikian. Terdapat 
suatu sumber logis khusus bagi pengetahuan, dan kebenaran-kebenaran 
analitik diketahui berdasarkan alasan tersebut. 


Penjelasan di atas mengisyaratkan suatu pandangan dari Frege bahwa 
hanya pernyataan-pernyataan yang dapat diketahui atau terjustifikasi saja 


yang dapat bersifat analitik atau a priori, Karena dia juga memandang 
aritmetika dan analisis real bersifat analitik, maka dia meyakini bahwa setiap 
kebenaran tentang bilangan asli dan setiap kebenaran tentang bilangan real 
bersifat dapat diketahui. Artinya, tiap kebenaran seperti itu adalah suatu 
hukum logika atau definisi umum yang dapat dibuktikan atau tidak dapat 
dibuktikan. Frege menganut pandangan bahwa untuk setiap pernyataan 
tentang bilangan asli atau bilangan real, pernyataan tersebut atau negasinya 
bersifat dapat diketahui. 

Untuk menunjukkan bahwa pernyataan-pernyataan arimetika bersifat 
analitik, Frege harus menunjukkan bagaimana dia menurunkan pernyataan- 
pernyataan seperti itu dari hukum-hukum logika dan definisi-definisi: yang 
bersifat umum. Program logisis dari Frege adalah suatu upaya untuk sekedar 
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melakukan hal tersebut. sekurang-kurangnya untuk prinsip-prinsip dasar 
aritmetika, 

Seseorang yang akrab dengan logika kontemporer mungkin melihat 
ketidaksesuaian dalam logisisme Frege. Tesis bahwa prinsip-prinsip 
aritmetika dapat diturunkan dari hukum-hukum logika tidak sejalan dengan 
pandangan umum masa kini bahwa logika itu sendiri tidak memiliki ontologi. 
Dari perspektif ini, logisisme bersifat *non-starter’, setidaknya bagi seorang 
realis ontologis seperu Frege, yang meyakini bahwa bilangan-bilangan asli 
ada sebagai objek-objek yang independen. Terdapat bilangan asli dalam 
jumlah tak-hingga, sehingga jika logika tidak mengatakan berapa banyak 
objek yang ada, maka seseorang tidak dapat mendefinisikan bilangan- 
bilangan asli dalam logika. 

Namun demikian, Frege menganut suatu tradisi bahwa konsep-konsep 
terdapat dalam lapangan logika, dan, untuk Frege, ekstensi-ekstensi terikat 
pada konsep-konsep. Jadi, logika memiliki suatu ontologi. Objek-objek 
dalam logika meliputi ekstensi-ekstensi dari beberapa konsep yang adanya 
bersifat mesti. Dengan demikian, objek-objek logis ada secara mesti, dar 
oleh karena itu kemestian logika dipertahankan. | 

Frege secara eksplist membedakan logika dari sains-sains khusus, 
misalnya fisika. Logika bersifat netral-topik karena ia bersifat aplikabe 
universal: kebenaran-kebenaran logis berlaku umum, Penggunaan konsep 
konsep—dan ekstensi-ekstensinya—tidak mengurangi netralitas tersebut 
Seseorang perlu berurusan dengan konsep-konsep untuk berpikir. Untuk 
sebarang jenis objek-objek, terdapat konsep-konsep dari objek-objek itu dan 
ekstensi-ekstensi dari konsep-konsep itu. Frege menunjukkan bagaimana 


mengkonstruksi bilangan-bilangan asli dari ontologi logis ini, Dia pun 
mengemukakan bahwa aritmetika menikmati aplikabilitas universal dari 
logika. Sebarang bidang kajian memiliki ontologi, dan jika seseorang 
memiliki objek-objek, maka dia dapat membilang objek-objek itu dan 
menerapkan aritmetika. 

Lebih lanjut, kita perlu memperhatikan bahwa Frege tidak memperluas 
logisismenya pada geometri. Pada perkara ini dia adalah seorang pe 
Kant, memandang bahwa prinsip-prinsip geometri Euclid bersifat sintetik a 
priori (dengan pemaknaan oleh Frege sendiri). Frege meyakini bahwa 
geometri memang memiliki suatu bidang kajian non-universal yang khusus- 


ruang. 
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Buku Fi 
1903) memuat pengembangan lengkap suatu teori konsep-konsep dan 
ekstensi-ekstensi dari konsep-konsep itu. Untuk tujuan-tujuan saat ini, hal 
yang penting untuk diketahui adalah Hukum Dasar V, sekarang dipandang 
cacal, yang diuraikan sebagai berikut: 

Untuk sebarang konsep-konsep F, G, ekstensi dari F identik dengan 

ekstensi dari G jika dan hanya jika untuk setiap objek a, Fa jika dan 

hanya jika Ga 


e pada masa selanjutnya Grundgesetze der Arithmetik (1893, 


Dengan kata-kata lain, ekstensi dari F adalah ekstensi dari G jika dan 
hanya jika F dan G memuat objek-objek yang sama. 

Sepucuk surat dari Bertrand Russell kepada Frege pada tanggal 16 Juni 
1902 mengungkapkan bahwa Hukum Dasar V ternyata tidak konsisten 
Misalkan R konsep yang berlaku pada suatu objek x hanya dalam kasus 


Terdapat suatu konsep F sedemikian hingga x adalah ekstensi 
dari F dan Fx salah 

Misalkan » ekstensi dari R. Anggapkan Rr benar. Maka terdapat suatu konsep 
F sedemikian hingga r adalah ekstensi dari F dan Fr salah. Disimpulkan dari 
Hukum Dasar V bahwa Rr juga salah (karena 7 juga ekstensi dari R). Jadi jika 
Rr benar, maka Rr salah. Jadi Rr salah. Kemudian terdapat suatu konsep F 
(yaitu R) sedemikian hingga r adalah ekstensi dari F dan Fr salah. Jadi, 
berdasarkan definisi, R memuat r, sehingga Rr benar. Ini adalah suatu 
kontradiksi, dan dengan demikian Hukum Dasar V tidak konsisten. Ini 
sekarang dikenal sebagai Paradoks Russell. 

Frege berpandangan bahwa paradoks ini telah menghancurkan program 
logists yang dibangunnya. Namun demikian, tidak berselang lama, dia 
mengirimkan sepucuk surat balasan yang sangat ramah kepada Russell. Pada 
surat yang sama, Frege memberikan rumusan lebih akurat mengenai paradoks 
tersebut. Setelah sekian upaya, termasuk ajuan restriksi untuk Hukum Dasar 
V, yang ternyata gagal mengatasi masalah tersebut, Frege meninggalkan 
projek logisisnya. 

Selanjutnya, Bertrand Russell. bekerja sama dengan Alfred North 
Whitehead, seorang filsuf Amerika, mulai merevisi dan memperluas kerja 


Frege dengan menerapkan prinsip “lingkaran setan”: “Apa pun yang 
melibatkan semua dari suatu kumpulan jangan menjadi salah satu [anggota] 
dari kumpulan itu.” Dengan cara demikian, mereka dapat menghindari 
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paradoks-paradoks yang sebelumnya terjadi. Russell dan Whitehead 
mengemukakan teori mereka, yang dikenal sebagai the ramified theory of 
types, dalam Principia Mathematica, yang terdiri atas tiga volume dan 
diterbitkan pada tahun 1910-13 


2. Positivisme Logis 

Pada permulaan dan dekade-dekade pertengahan abad ke-20 berkembang 
aliran positivisme logis. suatu aliran empirisisme, yang bertolak pada 
kesuksesan spektakuler sains-sains alam dan perkembangan logika 
matematis. Seperti telah disebutkan, matematika adalah suatu kasus yang 
sulit bagi empirisisme. Mill memandang bahwa kebenaran-kebenaran dari 
matematika diketahui secara empirik, dengan generalisasi-generalisasi pada 
pengalaman. Oleh karena itu matematika bersifat sintetik dan a posteriori. Di 
sisi lain, para positivis logis tertarik dengan tesis dari logisisme bahwa 
kebenaran-kebenaran dari matematika bersifat analitik, dan dengan demikian 
a priori, Seperti kita ketahui, istilah-istilah tersebut bermakna berbeda bagi 
tokoh-tokoh yang berbeda. Kita sekarang membahas evolusi lebih lanjut 
mengenai pengertian analisitas. 

Seperti telah disebutkan, Coffa (1991) menyebutkan bahwa banyak 
sekali filsafat abad ke-19 berkaitan dengan upaya-upaya untuk menjelaskan 
kemestian dan sifat a priori dari matematika dan logika tanpa melibatkan 
intuisi Kant. Coffa selanjutnya mengutarakan bahwa garis anti-Kantian yang 
paling subur adalah apa yang disebutnya “tradisi semantik’, yang berawal 
dari pemikiran Bernard Bolzano, Ludwig Wittgenstein, Frege, dan David 
Hilbert, serta mencapai puncaknya bersama Moritz Schlick dan Rudolf 
Camap dari Lingkaran Vienna. Para filsuf ini mengembangkan dan 
mempertajam banyak perangkat dan konsep yang masih digunakan sampai 
sekarang, baik dalam logika matematis maupun filsafat Barat pada umumnya 
Gagasan utama dari pandangan ini adalah menentukan sumber dari kemestian 
dan pengetahuan a prion dalam penggunaan bahasa. Kebenaran yang mesti 
adalah kebenaran berdasarkan definisi: pengetahuan a priori adalah 
pengetahuan tentang penggunaan bahasa, Michael Dummet menyebut 
pendekatan ini dengan istilah “peralihan linguistik" dalam filsafat 

Pada konteks saat ini, tesis bahasan kita adalah bahwa setelah kita 
memahami makna-makna dari peristilahan seperti “bilangan asli", “fungsi 
penerus’, "penjumlahan", dan "perkalian", maka kita memiliki sumber-sumber 
untuk melihat bahwa prinsip-prinsip dasar dari aritmetika, misalnya prinsip 


= 3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:08 Y 4 N 


< Library = Hal9.8 


9.8 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA © 


induksi, adalah benar, Ini setidaknya hadir dengan semangat logisisme, 
bahkan jika, secara ketatnya, kebenaran-kebenaran matematis tidak berakhir 
sebagai benar hanya pada alasan-alasan yang bersifat logis saja. 

Frege meyakini bahwa bilangan-bilangan itu ada, sedangkan Russell, 
seorang logisis lainnya, memandang bahwa bilangan-bilangun tidak ada, 
Seseorang mungkin berpikir itulah saja pilihan-pilihan yang tersedia, tetapi, 
Rudolf Carnap, salah seorang positivis logis menemukan bahwa keseluruhan 
pertanyaan metafisik tentang eksistensi bilangan-bilangan bersifat 
menyusahkan. Bagaimana perkara itu dapat diputuskan dengan observasi? 
Carnap menolak manfaat dari inti perdebatan tentang eksistensi objek-objek 
matematis, 


Sikap Carnap menyiratkan kecenderungan ke arah naturalisme, yang 
lazim di antara para empirisis, Gagasannya adalah bahwa sains memiliki 
garis yang terbaik. dan barangkali satu-satunya, untuk menuju kepada 
kebenaran, sehingga sebarang pertanyaan yang bermakna harus diutarakan 
dalam peristilahan sains, Pertanyaan ontologis tradisional tidak bersifat 
*teoretis’ maupun ilmiah dalam sains, dan dengan demikian tidak bermakna 

Carnap (1950) secara ringkas menguraikan suatu kerangka linguistik 
yang disebut ‘sistem bilangan-bilangan’. Tata bahasanya meliputi angka- 
Angka, variabel-variabel, kuantor-kuantor, seperti "terdapat suatu bilangan x 
Sedemikian hingga ...', dan tanda-tanda untuk operasi-operasi aritmetika. 
Carnap menyebutkan bahwa kerangka ini memuat “aturan-aturan deduktif 
biasa” untuk aritmetika. Kerangka ini tampak seperti suatu sistem deduktif 
formal, seperti yang dikembangkan dalam logika matematis. 

Tidak seperti Mill, Carnap dan para positivis logis lain memandang 
bahwa kebenaran-kebenaran dari matematika tidak ditentukan oleh 
pengalaman. Kebenaran matematis bersifat a priori, berlaku tanpa 
mempersoalkan pengalaman apa yang mungkin kita miliki. Namun demikian, 
sebagai penganut empirisisme, mereka meyakini bahwa setiap perkara 
faktual pada akhirnya harus diputuskan berdasarkan pengalaman. Oleh 
karena itu, para positivis logis menyimpulkan bahwa kebenaran-kebenaran 
matematis tidak memiliki muatan faktual. Bagi Carnap. kebenaran tentang 
bilangan-bilangan asli boleh disebut “prinsip-prinsip kerangka” karena 


mereka muncul dari aturan-aturan penggunaan suatu kerangka bilangan. 
Pengikut positivisme logis selanjutnya, Alfred J. Ayer (1946: ch. 4) 

menuliskan bahwa, kontra Mill, kebenaran-kebenaran dari matematika 

bersifat mesti, tetapi kebenaran-kebenaran matematis tidak mengatakan 
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sesuatu, pun tentang bagaimana adanya dunia. Dengan demikian, para 
positivis logis mengeliminasi kemungkinan pernyataan-pernyataan sintetik 
yang dapat diketahui a priori. Seperti dikemukakan oleh Ay 


r. suatu 


pernyataan bersifat sintetik. atau memiliki muatan faktual, hanya jika 
kebenaran atau kesalahannya “ditentukan oleh fakta-fakta pengalaman”. 
Suatu pernyataan adalah analitik “jika validitasnya hanyu bergantung pada 
definisi-definisi dari simbol-simbol yang dikandungnya", 


Selain Carnap dan Ayer. penganut positivisme logis yang utama meliputi 
juga anggota-anggota lain dari kelompok yang disebut "Lingkaran Vienna’, 
misalnya Moritz Schlick, Gustay Bergmann, Herbert Feigl, Otto Neurath, dan 
Friedrich Waismann, Di luar Vienna terdapat tokoh-tokoh C. W, Morris dan 
Ernest Nagel. Gerakan ini mengalami banyak kendala pada tahun 1960-an, 
tetapi pandangan tentang matematika bukanlah alasan utama dari 
kemunduran positivisme logis, melainkan masalah yang sama seperti yang 
dihadapi empirisisme (radikal) tradisional dalam mendeskripsikan landasan 
pengetahuan 

Salah salu serangan besar terhadap postivisme logis datang dari murid 
Carnap yang paling berpengaruh, W. V. O. Quine, dengan pandangan bahwa 
tidak terdapat perbedaan antara pernyataan analitik dan pernyataan sintetiky 
atau setidaknya, tidak terdapat perbedaan yang memenuhi tujuan-tujuan dari 
positivisme logis, Menurut Quine, tidak ada perbedaan tajam di antara peran 
bahasa dan peran dunia dalam menentukan kebenaran alau kesalahan dari 
pernyataan-pernyataan yang bermakna. Dia mengajukan suatu pandangan 
holistik pada bahasa ilmiah sains, di mana observasi, teori, dan pernyataan- 
pernyataan matematis saling terjalin secara kokoh. 


3. Neo-Logisisme 

Variasi-variasi pendekatan Frege untuk matematika diupayakan dengan 
penuh semangat pada masa sekarang ini dalam garapan Crispin Wright. 
diawali dengan Frege's Conception of Numbers as Objects (1983), dan 
tokoh-tokoh lainnya seperti Bob Hale (1987), dan Neil Tennant (1997). 
Definisikan neo-logisis sebi 
berikut ini: (1) Suatu inti yang signifikan dari kebenaran-kebenaran 


ai orang yang mempertahankan dua tesis 


matematis dapat diketahui a priori, dengan turunan dari aturan-aturan yang 
bersifat analitik atau konstitutif-makna: dan (2) matematika ini berkaitan 
dengan suatu realm objek-objek ideal, yang, dalam satu segi, bersifat 
objektif, atau tidak terikat pada pikiran. 
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Gabungan pandangan-pandangan tersebut sangat menarik bagi mereka 
yang bersimpati pada pandangan tradisional matematika sebagai kumpulan 
kebenaran-kebenaran objektif yang a priori tetapi khawatir tentang 
permasalahan epistemologi baku yang dihadapi realisme dalam ontologi 
Bagaimana kita dapat mengetahui sesuatu tentang realm objek-objek abstrak 
yang secara kausal bersifat lembam (tidak dinamis)? Seorang neo-logisis 
menjawab: dengan menggunakan pengetahuan kita tentang apa yang kita 
maksudkan saat kita menggunakan bahasa matematis—dan demikianlah dia 
berusaha untuk memecahkan masalah-masalah yang ditemukan dalam 
logisisme tradisional. Neo-logisisme barangkali adalah ahli waris terdekat 


dari “tradisi semantik ', sebagaimana diutarakan oleh Coffa. 
B. FORMALISME 


Pengamatan sehari-hari menunjukkan bahwa banyak sekali aktivitas 
dalam matematika terdiri atas manipulasi simbol-simbol linguistik 
berdasarkan aturan-aturan tertentu, Jika seseorang yang menerapkan 
@ritmetika mengukuhkan kalimat berbentuk a x b = c, maka dia dapat 
Menuliskan b x a = c. Jika dia juga mencapai suatu kalimat seperti a = 0, 
maka dia dapat menuliskan E = b. Bagian-bagian dari matematika dasar dan 


Matematika tingkat lanjut sama-sama memiliki sifat yang tampak sebagai 
manipulasi berkaidah ini. 

Apakah signifikansi dari observasi tentang praktik matematika ini? 
Berbagai filsafat yang berangkat dengan nama ‘formalisme’ mengklaim 
bahwa esensi dari matematika adalah manipulasi karakter-karakter. Suatu 
daftar karakter-karakter dan aturan-aturan yang dibolehkan memeras apa 


yang hendaknya dikatakan tentang suatu cabang matematika tertentu. 
Berdasarkan pandangan para formalis, dengan demikian, matematika. 
bukanlah, atau tidak seharusnya menjadi, tentang sesuatu, atau sesuatu di 
luar karakter-karakter tipografis dan aturan-aturan untuk memanipulasi 
karakter-karakter tipografis tersebut 

Formalisme memiliki silsilah lebih baik di antara para matematikawan 
daripada di antara para filsuf matematika. Di dalam perjalanan sejarah, para 
matematikawan telah memperkenalkan simbol-simbol yang. pada masanya, 
tampak tidak memiliki interpretasi yang jelas. Nama-nama seperti *bilangan 
negatif, ‘bilangan irrasional’, “bilangan transendental’, “bilangan imajiner”, 


KA 
3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:08 Y AM - Mall | 


< Library = Hal9.11 


© PEMA4101/ MODUL 9 9,11 


dan “titik ideal pada infinitas’ menunjukkan suatu ambivalensi. Untunglah, 
profesi dalam matematika memiliki jiwa-jiwa imajinatif dan tegas, tetapi 
tampak bahwa kalangan-kalangan skeptik memberikan nama-nama tersebut. 
Meski ‘entitas-entitas’ yang baru diperkenalkan itu terbukti berguna untuk 
aplikasi-aplikasi dalam matematika dan sains, namun pada momen-momen 
filosofis beberapa matematikawan tidak tahu bagaimana memaknainya 
Apakah sesungguhnya bilangan imajiner itu? Salah satu respon terhadap 
dilema-dilema semacam itu adalah merangkul formalisme. Seorang 
matematikawan menyatakan bahwa simbol-simbol untuk bilangan-bilangan 
kompleks, misalnya, hendaknya dimanipulasi berdasarkan (sebagian besar) 
aturan-aturan yang sama seperti untuk bilangan-bilangan real, dan itulah saja 
yang tersedia baginya. 

amun demikian, para matematikawan sendiri tidak selalu membangun 
= posisi-posisi filosofis mereka secara mendalam. S 


alah satu penjelasan palingg 
terperinci tentang versi-versi pokok dari formalisme terdapat dalam kritik 
teliti yang diajukan oleh Gottlob Frege (1893: $ 86-137), Berikut ini 
pembahasan singkatnya. 


1. Pandangan-pandangan Pokok dalam Formalisme 

Sedikitnya ada dua posisi umum yang memiliki klaim historis terhadap 
sebutan ‘formalisme’. Meski filsafat-filsafatnya saling bertentangan dalani 
segi-segi yang penting, tetapi baik para penolak maupun pembela formalisme 
kadang-kadang menggabungkannya. 


a. Formalisme Istilah 

Formalisme istilah adalah pandangan bahwa matematika hanya 
berkenaan dengan karakter-karakter atau simbol-simbol —sistem-sistem 
angka dan bentuk-bentuk linguistik lainnya. Ini berarti bahwa seorang 
formalis istilah mengidentifikasi entitas-entitas matematika dengan nama- 
nama mereka. Bilangan kompleks 8 + 27 hanyalah simbol ‘8 + 2;'. Seorang 


formalis istilah yang cermat akan pula mengidenufikasi bilangan asli 2 


dengan angka ‘2°, tetapi mungkinlah seseorang berdiri sebagai formalis 
tentang beberapa cabang matematika dan tidak bersikap demikian untuk 
cabang-cabang matematika yang lain. Seseorang barangkali menganut 
formalisme hanya untuk cabang-cabang yang dia ragukan atau tidak pahami 
dengan sangat baik 
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Berdasarkan formalisme istilah, dengan demikian, matematika memiliki 
bidang kajian, dan pernyataan-pernyataan matematis bersifat benar atau 
salah. Pandangan ini menawarkan jawaban-jawaban sederhana bagi masalah- 
masalah metafisik dan epistemologis dalam matematika yang tampaknya 
sukar. Tentang apakah matematika itu? Bilangan-bilangan, himpunan- 


himpunan, dan sebagainya. Apakah yang disebut dengan bilangan, himpunan, 
dan sebagainya? Mereka adalah karakter-karakter linguistik. Bagaimana 
matematika diketahui? Apakah yang disebut pengetahuan matematis? Ia 
adalah pengetahuan tentang bagaimana karakter-karakter itu berkaitan satu 
sama lain, dan bagaimana mereka hendaknya dimanipulasi dalam praktik 
matematis, 

Formalisme istilah pada tahap awal perkembangannya telah 
dikemukakan (setidaknya, untuk sementara) oleh dua orang matematikawan, 
AE. Heine dan Johannes Thomae, pada sekitar peralihan ke abad ke-20. Heine 
(1872: 173) mengutarakan, “Saya memberikan nama hilangan-bilangan 
kepada tanda-tanda nyata tertentu, sedemikian hingga eksistensi dari 
'bilangan-bilangan ini tidak lagi dipertanyakan.” Thomae (1898: $$1-11) 
menyebutkan “sudut pandang formal membebaskan kita dari kesukaran- 
sukaran metafisik; inilah keunggulan yang diberikannya.” 


b.  Formalisme Permainan 

Satu versi pokok lain dari formalisme mempersamakan praktik 
matematika dengan suatu permainan yang dimainkan dengan karakter- 
karakter linguistik. Seperu halnya, dalam permainan catur, sescorang dapat 
menggunakan bidak untuk menguasai satu persegi sejarak satu langkah di 
depan dengan arah diagonal, demikian pula dalam aritmetika seseorang dapat 
menuliskan *x = 10° jika seseorang telah sebelumnya memahami “x= 8 + 2°. 
Sebutlah ini formalisme permainan. 

Versi-versi radikal dari pandangan ini menyatakan secara langsung 
bahwa simbol-simbol dalam matematika tidak bermakna. Formula-formula 
dan kalimat-kalimat matematis tidak mengungkapkan pernyataan-pernyataan 
yang benar atau salah tentang sebarang bidang kajian, Pandangan di sini yaitu 
bahwa karakter-karakter matematis tidak memiliki makna lebih daripada 
buah-buah permainan catur. “Muatan” dari matematika terperas habis oleh 
aturan-aturan untuk beroperasi dengan bahasanya. Versi-versi yang lebih 
moderat dari formalisme permainan mengakui bahwa bahasa-bahasa 
matematika mungkin memiliki suatu jenis makna tertentu, tetapi jika pun 
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demikian, makna ini tidak relevan dengan praktik matematika. Sepanjang 
bahwa yang diperhatikan adalah matematikawan dalam kerjanya, maka 
simbol-simbol dari bahasa matematis barangkali juga tidak bermakna. 
Perbedaan antara versi-versi formalisme permainan yang radikal dan 
yang lebih moderat tidak sangat penting bagi filsafat matematika, Kedua 
pandangan itu sepakat tentang ketiadaan interpretasi matematis untuk 
karakter-karakter Upografis dari suatu cabang matematika. Bertentangan 
dengan pandangan tersebut, seorang formalis istilah meyakini bahwa 
matematika adalah tentang terminologinya 
Sebagaimana formalisme istilah, formalisme permainan menjawab atau, 
jika tidak demikian, menghindari persoalan-persoalan metafisik dan 
epistemologis yang sukar dalam matematika. Tentang apakah matematika? 
Bukan apa pun. Apakah bilangan, himpunan, dan sebagainya itu? Semua itu 
a tidaklah ada, atau mungkin tidak ada. Bagaimana matematika diketahui% 
Apakah pengetahuan matematis itu? la adalah pengetahuan tentang aturan; 
aturan permainan, atau pengetahuan bahwa langkah-langkah tertentu yang 
sesuai dengan aturan-aturan itu telah dibuat 


Pada konteks formalisme permainan, frasa-frasa seperti “bahasa” da 
“simbol” adalah menyesatkan. Pada hampir sebarang konteks lainnya, tujuan 
bahasa terutama adalah untuk berkomunikasi, Kita menggunakan bahasa 


untuk berbicara tentang hal-hal, biasanya hal-hal selain dari bahasa itu 


sendiri. Pada penggunaan lazimnya, suatu simbol melambangkan sesuai, 
Kata ‘Amir’ mewakili seseorang yaitu Amir, Jadi, seseorang akan berpikir 
eo 


bahwa angka ‘2° mewakili bilangan ‘2°. Inilah yang diingkari, atau 
diragukan, oleh seorang formalis permainan. Angka itu tidak mewakili 


sesuatu pun. Untuk matematika, apa yang menjadi persoalan adalah angka 
itu, dan peran angka itu dalam permainan matematika. 


2. Perkembangan-perkembangan dalam Formalisme 
a. Deduktivisme 

Kehadiran sistem-sistem deduktif yang ketat, terutama disumbangkan 
oleh Frege, mengisyaratkan suatu filsafat menarik yang memiliki kesamaan 
dengan formalisme permainan. Seorang penganut deduktivisme menerima 
pokok pandangan Frege bahwa aturan-aturan inferensi harus 
mempertahankan kebenaran, tetapi dia bersikeras agar aksioma-aksioma dari 
berbagai teori matematis dianggapkan seolah-olah telah ditetapkan secara 
arbitrer. Gagasannya yaitu bahwa praktik matematika meliputi penentuan 
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konsekuensi-konsekuensi logis dari aksioma-aksioma, yang, seolah-olah, 
tidak diinterpretasikan. Seorang matematikawan bebas untuk beranggapan 
bahwa aksioma-aksioma (dan teorema-teorema) dalam matematika adalah 
tidak bermakna, atau menginterpretasi semua itu sekehendaknya 

Untuk menjelaskan pandangan ini secara lebih teliti, seseorang boleh 
membedakan istilah-istilah logis seperti “dan”, “jika ... maka’, “terdapat”, dan 
‘untuk semua’, dari peristilahan yang bersifat non-logis, atau khusus 
matematis, seperti “bilangan”, "utik', “himpunan”, dan "garis". Perisulahan 
logis dipahami dengan makna lazimnya, sedangkan peristilahan non-logis 
dibiarkan tidak diinterpretasikan, atau dianggapkan seolah-seolah tidak 
diinterpretasikan, Misalkan @ adalah suatu teorema dalam, misalnya, 
aritmetika, Berdasarkan deduktivisme, “muatan” dari @ adalah bahwa © 
disimpulkan dari aksioma-aksioma aritmetika. Deduktivisme kadang-kadang 
adisebut ‘if-then-ism’. Hubungan antara formalisme permainan dan 
deduktivisme dipicu oleh perkembangan sistem-sistem logis yang dapat 
dioperasikan seperti kalkulus’, sebagaimana disebutkan oleh Frege. 
Deduktivisme sesuai dengan slogan bahwa logika bersifat netral-topik 


Gagasan di balik dedukuvisme adalah mengabaikan interpretasi dan taat 
kepada inferensi. 

Dedukuvisme merupakan suatu filsafat yang sejalan dengan berbagai 
(perkembangan dalam fondasi-fondasi matematika, terutama geometri, pada 
Abad ke-19 dan awal abad ke-20. Peristiwa-peristiwa pentingnya antara lain 
kemunculan dan kesuksesan geometri analitik, dengan geometri projektif 


sebagai suatu responnya: upaya untuk mengakomodasi elemen-elemen ideal 
dan imajiner, seperti titik-titik pada infinitas; pen 
dimensi, dan asimilasi geometri non-Euclid kepada matematika utama 

berdampingan, tanpa menggantikan, geometri Euclid. Tema-tema tersebut 


gembangan geometri n- 


telah membantu meruntuhkan tesis Kant bahwa matematika terikat pada 
intuisi-intuisi ruang dan waktu. Komunitas matematika semakin tertarik 
kepada keketatan, kepada aksiomatisasi dari berbagai cabang matematika, 
dan akhirnya kepada pemahaman deduksi yang bersifat independen dari 
muatan. Perkembangan-perkembangan dalam matematika dan logika ketika 
itu tampaknya secara alamiah telah begitu mendekatkan kita kepada tesis 
filosofis bahwa "interpretasi" aksioma-aksioma bukanlah suatu masalah. 
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b. Finitisme 

Pada peralihan abad ke-20, perkembangan-perkembangan dalam analisis 
real. dari para matematikawan seperti Augustin Louis Cauchy, Bernard 
Bolzano, dan Karl Weierstrass, mengatasi permasalahan infinitsumal dan 
memberikan landasan kokoh bagi kalkulus. Hilbert (1925; 187) menuliskan 
bahwa analisis real dan kompleks adalah “struktur matematika paling estetik 
dan dibangun secara teliti.” Meski kuantitas-kuantitas yang kecil tak-hingga 
dan besar tak-hingga tidak diperlukan. terapi teori-teori baru masih bersandar 
pada kumpulan-kumpulan infinit. Menurut Hilbert, “analisis matematis 
adalah sebuah simfoni infinitas.” 


Meskipun terjadi perkembangan-perkembangan luar biasa, atau justru 
karena itu, timbul suatu keresahan tentang krisis fondasional. Matematika 
tampaknya, dan seharusnya, menjadi yang paling eksak dan pasti di antara 
semua disiplin iimu—namun tantangan dan keraguan bermunculan. Dengan 
mengingat antinom-antinom seperti Paradoks Russell, tidak terdapaf 
kepastian bahwa teori himpunan bersifat konsisten, Krisis tersebut tidak juga 
reda meski Georg Cantor telah mengajukan apa yang disebutnya 
‘inconsistent multitudes’, Hal-hal tersebut menimbulkan serangan terhudap 
legitimasi beberapa metode matematis, menggiring sejumlah matematikawan 


untuk menerapkan pembatasan ketat bagi metode-metode matematis 
pembatasan yang akan meruntuhkan analisis real dan kompleks. 

Tanggapan Hilbert terhadap perkembangan tersebut menggabungkan 
berbagai aspek dari deduktivisme, formalisme istilah, dan formalisme 
permainan. Apa pun keuntungan filosofisnya, “the Hilbert Programme” telah 
menimbulkan era subur meta-matematika yang bertahan sampai sekarang. 
Program ini, dengan inti yang kadang-kadang disebut ‘aritmetika finit’, 
dibangun pada garapan aksiomatisasi cabang-cabang matematika, yang telah 
dilakukan sebelumnya, berikut upaya-upaya monumental dari para logisis 
seperti Frege dalam pembangunan sistem-sistem logika yang ketat. Gagasan 
di balik program ini yaitu memformulasikan secara teliti dan ketat tiap 
cabang matematika, berikut logikanya, kemudian mengkaji koherensi dari 
sistem-sistem formalnya, 

Namun demikian, Kurt Gödel (1931, 1934) mengukuhkan suatu hasil 
yang memukul telak tujuan-tujuan epistemik dari Program Hilbert. Hasil ini, 
dikenal sebagai teorema ketidaklengkapan (pertama) Godel, dipandang 
sebagai salah satu prestasi intelektual besar pada abad ke-20. 
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C. INTUISIONISME 


Praktik matematika adalah terutama aktivitas mental. Temu saja. para 
matematikawan menggunakan kertas, pensil, dan komputer, tetapi, sekurang- 
kurangnya secara teori, semua itu tidak bersifat mesti. Di sisi lain, alat bantu 
yang bersifat utama bagi seorang matematikawan adalah pikirann ya. 


1. Merevisi Logika Klasik 

Filsafat-filsafat yang terangkum ke dalam aliran intuisionisme barangkali 
sangat berbeda (dan bahkan tidak cocok) satu sama lain, tetapi semuanya 
memberikan penekanan pada aktivitas mental dalam matematika. dengan 
memperhatikan landasan atau justifikasinya, Tema-tema sentral yang 
mempersatukan pandangan-pandangan ini adalah penolakan terhadap mode- 
qmode inferensi tertentu dalam matematika. Filsafat-filsafat intuisionisme 
Menuntutkan revisi-revisi bagi matematika yang ada saat itu dan juga 
matematika masa kini, 

Objek-objek utama dari revisi-revisi tersebut adalah law of excluded 
middle (LEM). yang kadang-kadang disebut law of excluded third dan 
tertium non datur (TND). Misalkan @ suatu pernyataan. Maka contoh 
excluded middle yang berkorespondensi dengan pernyataan itu adalah 
pernyataan bahwa @ atau tidak benar bahwa D, kadang-kadang disingkat 
menjadi D atau tidak-D, atau dalam simbol-simbol P v —P. Di dalam 
semantik, “prinsip bivalensi’, yang terkait crat dengan hukum tersebut, 
menyatakan bahwa setiap pernyataan adalah benar atau salah, dan dengan 
begitu hanya terdapat dua kemungkinan untuk nilai kebenaran—demikianlah 
hingga disebut ‘excluded middle’. Intuisionisme adalah suatu istilah umum 
untuk filsafat-filsafat matematika yang meninggalkan LEM 

Sistem-sitem logis biasa yang memasukkan ‘excluded middle’ disebut 
logika klasik. dan matematika yang dikembangkan dengan logika klasik 
disebut matematika klasik. Logika yang lebih lemah, yang tidak 
menggunakan ‘excluded middle” disebut logika intuisionistik, dan 


matematika yang ter dengannya disebut matematika intuisionistik. Untuk 
penjelasan yang terperinci, lihat Dummett 1977. 

Logika intuisionistik tidak menggunakan prinsip-prinsip dan inferensi- 
inferensi yang didasarkan pada ‘excluded middle’. Salah satunya yaitu 
hukum eliminasi ganda, yang membolehkan kita untuk menyimpulkan suatu 
pernyataan @ dari sangkalan terhadap sangkalan dari ©. Dengan 
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menggunakan logika intuisionistik. kita dapat menyimpulkan 'tidak-tidak-D" 
dari D, tetapi tidak dapat sebaliknya. Misalkan seseorang mencapai suatu 
kontradiksi dari pernyataan berbentuk "udak-D". Maka logikawan klasik 
maupun seorang intuisionis menyimpulkan "tidak-tidak-D" (via reductio ad 
absurdum). Logikawan klasik itu akan pula menyimpulkan (kebenaran) D, 
tetapi kesimpulan terakhir ini tidak dibolehkan dalam logika intuisionistik 
(kecuali jika dia telah tahu bahwa @ benar atau salah), 

Pengajuan revisi-revisi yang dituntutkan terhadap logika bersifat terikat 
pada filsafat. Para intuisionis memandang bahwa ‘excluded middle’ dan 
inferensi-inferensi yang terkait padanya mengindikasikan keyakinan atas 
eksistensi independen objek-objek matematis dan/atau keyakinan bahwa 
pernyataan-pernyataan matematis adalah benar atau salah secara lepas dari 
para matematikawan. Pada peristilahan saat ini, para intuisionis memandang 


‘excluded middle’ sebagai konsekuensi dari realisme dalam ontologi dan/atay 
realisme dalam nilai kebenaran. Beberapa intuisionis secara tegas menolak 
realisme ini, sedangkan beberapa yang lainnya hanya memandang 
matematika seharusnya tidak mensyaratkan sebarang tesis metafisik seperti 
demikian 

Matematika yang diperoleh via pembatasan-pembatasan intuisionistik, 
sangat berbeda dari matematika klasik (lihat, misalnya, Heyung 1956, Bishop 
1967, dan Dummett 1977). Para kritik umumnya mengeluhkan bahwa 
pembatasan intuisionistik melumpuhkan matematikawan. Di sisi lain 
matematika intuisionistik membuka peluang bagi banyak pembedaan penting 
yang tidak tersedia dalam matematika klasik, dan seringkali lebih tajam 
dalam cara-cara yang menarik. 


2. Brouwer, Heyting, dan Dummett 
a. E.J. Brouwer 

Meski kita melihat bahwa aritmetika finit dari Hilbert secara jelas dan 
eksplisit mengandung pengaruh dari Kant, tetapi pada abad ke-19 kita telah 
menyaksikan kecenderungan yang kuat untuk menjauhi filsafat matematika 
dari Kant, seperti disebutkan oleh Coffa (1991). Di antara tokoh-tokoh dalam 
kancah matematika dan filsafat matematika pada abad ke-20, L. E. J. 
Brouwer barangkali adalah pengikut Kant yang paling kental Brouwer 
(1912: 78) memberi julukan “intuisionisme bentuk lama’ kepada filsafat 
Kant, meski Kant tidak kritis terhadap praktik matematika, Oleh karena itu, 
bukanlah kebetulan bahwa aritmetika finit dari Hilbert memiliki kaitan 
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dengan matematika intuisionistik. Brouwer dan Hilbert sama-sama 
menyebutkan bahwa jika seseorang taat kepada praktik aritmetika finit. maka 
tidak terdapat banyak sekali perbedaan antara pendekatan klasik dan 
pendekatan intuisionistik, Namun demikian, ada perbedaan substansial dan 
tidak terdamuikan antara Hilbert dan Brouwer, Mereka jelas tidak sepakat 
tentang apa yang Hilbert sebutkan sebagai matematika ideal, yang tentu saja 
adalah sebagian besar dari matematika 

Bagi Brouwer, seperti Kant. sebagian besar kebenaran matematis tidak 
dicapai dengan demonstrasi analitik. Kebenaran-kebenaran matematis tidak 
ata dan kebenz 
kebenaran mereka tidak berdasarkan makna. Jadi, sebagian besar matematika 
bersifat sintetik. Tetapi, kebenaran matematis bersifat a priori, tidak terikat 


dapat diketahui dengan analisis konsep-konsep sem 


an- 


pada sebarang observasi khusus atau pengalaman lain yang kita miliki. 
sBrouwer meyakini bahwa matematika tergantung kepada pikiran, berkaitan 
dengan suatu aspek khusus dari pikiran manusia. Dia adalah seorang anti- 
Tealis dalam ontologi dan anti-realis dalam nilai kebenaran, Dia pun bukan 
Seorang empirisis. Seperti halnya Kant. Brouwer mencoba untuk mengadakan 
Suatu sintesis antara realisme dan empirisisme. 

Namun demikian, Brouwer mengakui bahwa perkembangan matematika 
abad ke-19 men an pandangan Kant tentang geometri tidak bisa lagi 
dipertahankan. Kebangkitan keketatan, yang mengarah kepada gagasan 


bahwa konsekuensi logis lepas dari muatan, dan perkembangan banyak 
interpretasi bagi geometri projektif, mendukung tesis bahwa yang penting 
dari teorema dalam geometri hanyalah bentuk logisnya. Ini tidak memberi 
ruang bagi “intuisi murni" dalam geometri. Oleh karena itu, Brouwer 
meninggalkan pandangan Kant tentang ruang dan berupaya menjelaskan 
geometri berdasarkan intuisi waktu, 


b. Arend Heyting 

Pada beberapa segi. Heyting. salah seorang siswa dari Brouwer, lebih 
berpengaruh daripada gurunya—via suatu kontribusi yang tidak disetujui 
aleh Brouwer, dan bahkan membuat Heyting sendiri bimbang. Dia 
mengembangkan suatu *formalisasi’ ketat untuk logika intuisionistik, Sistem 
ini kadang-kadang disebut kalkulus predikat Heyting. Dia menyatakan bahwa 
dari asumsi-asumsi metafisik dasar—realisme dalam nilai kebenaran—dari 
logika klasik, bahasa matematika klasik sebaiknya dipahami sehubungan 
dengan “syarat-syarat kebenaran (objektif). Semantik untuk matematika 
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klasik dengan demikian akan mendeskripsikan syarat-syarat pada mana tiap 
kalimat benar atau salah, Dengan penolakan bivalensi, semantik semacam itu 
tidak sesuai dengan intuisionisme. Lebih tepatnya. bahasa intuisionistik harus 
dipahami sehubungan dengan “syarat-syarat bukti”. Suatu semantik akan 
mendeskripsikan apa yang berlaku sebagai bukti kanonik untuk tiap kalimat. 


& Michael Dummett 

Brouwer dan Heyting memandang bahasa sebagai medium yang tidak 
sempurna untuk mengkomunikasikan konstruksi matematis mental—esensi 
sesungguhnya dari matematika. Bagi mereka, logika membahas bentuk- 
bentuk untuk penyebaran medium ini, dan oleh karena itu suatu fokus 
langsung pada bahasa dan logika adalah jauh dari lapangan perdebatan yang 
semestinya. Di sisi lain, pendekatan utama Dummett terhadap matematika 
dan logikanya bersifat linguistik sejak awal. Ketertarikan filosofisnya lebih 
cenderung kepada logika intuisionistik daripada perkara-perkara matematis: 
Seperti Brouwer dan berbeda dari Heyting, Dummett tidak berorientasi 
eklektik. Lebih tepatnya, dia menggali tesis bahwa “matematika klasik 
menerapkan bentuk-bentuk penalaran yang tidak valid pada sebarang card 
sah untuk menafsirkan pernyataan-pernyataan matematis ...” (Dummett 1973% 
97), 

Dummett memandang bahwa sebarang kajian tentang logika mana yang 
benar akhirnya harus berkisar pada pertanyaan-pertanyaan makna, Dengan 
demikian, dia mengadopsi suatu cara pandang yang dianut secara luas bahwa 
aturan-aturan untuk menarik kesimpulan-kesimpulan dari sehimpunan premis 
mengalir dari makna beberapa istilah dalam premis-premis itu, apa yang 


disebut ‘terminologi logis’. Ini sesuai dengan tesis bahwa inferensi logis 
bersifat analitik, atau konstitutif-makna. Berdasarkan sifatnya, bahasa adalah 
suatu medium publik, dan oleh karena itu, makna-makna dari istilah-istilah 
dalam suatu bahasa ditentukan oleh bagaimana istilah-istilah itu digunakan 
secara tepat dalam wacana—para pengguna dari suatu bahasa berkuasa atas 
bagaimana istilah-istilah itu hendaknya digunakan Dummett 
mengidentifikasi kriterion penting bagi sebarang semantik yang hendaknya 
berperan dalam filsafat: pemahaman jangan sampai tidak terungkapkan. 
Seseorang memahami ungkapan-ungkapan yang tersedia dalam suatu bahasa 
jika. dan hanya jika, dia mengetahui bagaimana menggunakan bahasa itu 
secara benar 
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Ww LATIHAN 
= 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas. 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Sebutkan fokus utama dari filsafat matematika pada abad ke-19 menurut 
Coffa (1991)! 

2) Jelaskan konsep ‘a prioritas" dan ‘analisitas’ menurut Frege! 

3) Sebutkan sifat-sifat umum dari positivisme logis! 

4) Jelaskan sifat matematika dari pandangan formalisme istilah! 

5) Jelaskan hubungan antara pandangan intuisionisme Brouwer dan 
pandangan Kant tentang matematika! 


Petunjuk Jawaban Latihan 


|) Alberto Coffa (1991) mengemukakan bahwa fokus utama dari filsafat 
abad ke-19 adalah menjelaskan prima facie sifat mesti dan a priori dari | 
matematika dan logika tanpa melibatkan intuisi Kant, atau referensi 
lainnya kepada bentuk-bentuk a priori dan intuisi spatial dan temporal. 

2) Suatu pernyataan bersifat a priori jika ia adalah suatu “hukum umum” 
yang tidak dapat dibuktikan, atau jika ia memiliki justifikasi—bukti 
yang bersandar hanya pada hukum-hukum umum yang tidak dapat 
dibuktikan seperti demikian. Suatu pernyataan bersifat analitik jika ia 
suatu ‘hukum logika atau definisi umum” atau jika ia memiliki suatu 
buku yang bersandar hanya pada hukum-hukum logika dan definisi- 
definisi yang umum seperti demikian. Terdapat suatu sumber logis 
khusus bagi pengetahuan, dan kebenaran-kebenaran analitik diketahui 


berdasarkan alasan tersebut, 

3) Positivisme logis adalah suatu aliran empirisisme yang berkembang pada 
permulaan dan dekade-dekade pertengahan abad ke-20, Pandangan ini 
bertolak pada kesuksesan spektakuler sains-sains alam dan 
perkembangan logika matematis. Para positivis logis adalah empirisis 
yang tertarik dengan tesis dari logisisme bahwa kebenaran-kebenaran 
dari matematika bersifat analitik. dan dengan demikian a priori. 

4) Formalisme istilah adalah pandangan bahwa matematika hanya 
berkenaan dengan karakter-karakter atau simbol-simbol—sistem-sistem 
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angka dan bentuk-bentuk linguistik lainnya. Seorang formalis istilah 
mengidentifikasi entitas-entitas matematika dengan nama-nama mereka, 
Berdasarkan formalisme istilah, dengan demikian, matematika memiliki 
bidang kajian, dan pernyataan-pernyataan matematis bersifat benar atau 
salah, 

5) Bagi Brouwer, seperti Kant, sebagian besar kebenaran matematis tidak 
dicapai dengan "demonstrasi analitik”. Kebenaran-kebenaran matematis 
tidak dapat diketahui dengan analisis konsep-konsep semata dan 
kebenaran-kebenaran mereka tidak berdasarkan makna. Sebagian besar 
matematika bersifat sintetik tetapi kebenaran-kebenaran matematis 
bersifat a priori. Seperti halnya Kant, Brouwer mencoba untuk 
mengadakan suatu sintesis antara realisme dan empirisisme. 


Po 
ENY RANGKUMAN Í 
Logisisme memandang bahwa matematika bersifat analitik (atau 
sepenuhny analitik). Sckurang-kurangnya bagian-bagian dari 


matematika adalah, atau dapat direduksi kepada, logika. Konsep-konsep 
dan objek-objek matematika, misalnya ‘bilangan’, dapat didefinisikan 
dari terminologi logis, dan dengan definisi-definisi ini, (eorema-teorema 
dalam matematika dapat diperoleh dari prinsip-prinsip logika. 

Formalisme memandang bahwa esensi dari matematika adalah 
manipulasi karakter-karakter. Matematika seharusnya adalah tentang 
karakter-karakter tipografis dan aturan-aturan untuk memanipulasi 
karakter-karakter tipografis itu 

Tema sentral yang telah mempersatukan pandangan-pandangan 
intuisionisme adalah penolakan terhadap mode-mode inferensi tertentu 
dalam matematika. Filsafat-filsafat intuisionisme menuntutkan revisi- 
revisi bagi matematika yang ada saat itu, dan juga matematika masa kini. 
Intuisionisme memandang bahwa matematika terdiri atas konstruksi dan 
aktivitas mental, Pandangan Kant bahwa matematika bersifat sintetik a 
priori sangat mempengaruhi pandangan-pandangan intuisionisme. 
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Z TES FORMATIF 1 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Sebutkan sifat-sifat umum dari pandangan logisisme tentang 
matematika! 

2) Sebutkan dua tesis yang dipertahankan oleh neo-logisisme! 

3) Sebutkan sifat-sifat umum dari formalisme dalam matematika! 

4) Jelaskan pandangan deduktivisme dalam matematika! 

5) Sebutkan suatu tema pemersatu dari berbagai pandangan dalam 
intuisionisme tentang matematika! 


Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif | yang 
gerdapat di bagian akhir modul ini, Hitunglah jawaban yang benar. 
Kemudian. gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 1. 


sa Jumlah Jawaban yang Benar r 
Tingkat penguasaan = x100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70- 79% = cukup 
<70% = kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
meneruskan dengan Kegiatan Belajar 2. Bagus! Jika masih di bawah 80%, 
Anda harus mengulangi materi Kegiatan Belajar |, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 
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KEGIATAN BELAJAR 2 


Beberapa Pandangan dalam 
Filsafat Matematika Kontemporer 


ateri dalam kegiatan belajar ini mengulas beberapa pandangan yang 

hadir dalam filsafat matematika kontemporer, Pertama, kita membahas 
tentang pandangan-pandangan dalam filsafat matematika kontemporer yang 
memaknai bahasa matematis secara harfiah, pada nilai permukaan, dan 
menganut bahwa sebagian besar pernyataan para matematikawan adalah 
benar. Para filsuf dalam pandangan-pandangan ini meyakini bahwa bilangan, 
fungsi, titik, dan sebagainya, memiliki eksistensi yang tidak terikat pada 
matematikawan. Mereka kemudian berupaya untuk menunjukkan bagaimana 
kita dapat memiliki pengetahuan tentang hal-hal sepert itu. dan bagaimand 
matematika, diinterpretasikan dalam cara demikian, berhubungan dengan 
dunia fisik, 

Selanjutnya, dikemukakan secara ringkas tentang pandangan-pandangan 
filosofis kontemporer yang menolak eksistensi objek-objek spesifik 
matematis, Para pakar yang mengingkari eksistensi objek-objek. spesifik 
matematis mereinterpretasikan pernyataan-pernyataan matematis sedemikian 
hingga pernyataan-pernyataan tersebut benar tanpa mensyaratkan eksistensi 
objek-objek matematis, atau mereka menetapkan batas-batas peran serius 
matematika selain dari mengukuhkan kebenaran dan menyangkal kesalahan. 
Akhirnya, kegiatan belajari ini diakhiri dengan kajian singkat tentang 
strukturalisme, suatu pandangan bahwa matematika lebih merupakan pola- 
pola daripada sebagai objek-objek individual. 


A. REALISME DALAM ONTOLOGI KONTEMPORER 


Permasalahan sekitar aplikabilitas matematika barangkali mendapatkan 
perhatian yang lebih besar pada masa sekarang ini. dan kemajuan-kemajuan 
dalam logika matematis telah dicerna, dimanfaatkan dalam perkara-perkara 
filosofis. Secara umum, terdapat dua aliran pikiran dalam filsafat matematika 
kontemporer (dan, sampai pada taraf tertentu, dalam metafisika dan 
epistemologinya), Salah satu kelompok meyakini pernyataan-pernyataan 
dalam matematika seharusnya dipahami kurang lebih secara harfiah, “pada 
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nilai permukaan”. Aliran pikiran yang kedua adalah kebalikan dari yang 
pertama tersebut. Para penganutnya bersikap skeptik terhadap matematika, 
jika matematika dimaknai secara harfiah, tetapi mereka menerima nilai 
penting matematika dalam segala bidang keilmuan. 

Para penganut aliran yang pertama, seperti telah disebutkan, memahami 
pernyataan-pernyataan matematis dengan pemaknaan harfiah langsung 
Misalnya, pernyataan ‘no! adalah suatu bilangan asli” merupakan sebuah 
aksioma matematika, dan pernyataan ‘untuk setiap bilangan asli n. terdapat 
bilangan m > n sedemikian hingga m adalah prima’ merupakan sebuah 
teorema. Bersama-sama, ini menyimpulkan ada bilangan-bilangan prima 
yang banyaknya tak-hingga Sama halnya. himpunan-himpunan ada, dan 
sebagainya. Hanya terdapat satu jenis 'eksistensi', yang aplikabel pada 
matematika maupun pada wacana biasa. Berdasarkan prinsip-prinsip seperti 
hukum ‘excluded middle’ dan inferensi-inferensi terkaitnya, kebanyakan 
filsuf aliran ini meyakini bahwa eksistensi bilangan-bilangan, himpunan- 
himpunan, dan sebagainya. tidak terikat pada pikiran, bahasa, dan konvensi- 
konvensi dari para matematikawan 


Di dalam peristilahan yang kita gunakan, penganut-penganut aliran yang 
pertama ini adalah para realis dalam ontologi. Seperti diketahui. terdapat 
masalah-masalah epistemologis serius yang harus diatasi oleh kelompok ini, 


Misalnya, bagaimana mungkin manusia mengetahui sesuatu tentang objek- 
Objek matematis, dan konfidensi apakah yang dapat kita miliki bahwa 
pernyataan-pernyataan kita tentang objek-objek seperti itu benar? 

Kita segera meninjau beberapa realis ontologis. Tokoh-tokoh yang 
dikemukakan di sini adalah juga realis dalam nilai kebenaran, meyakini 
bahwa sebagian besar pernyataan matematis adalah benar atau salah secara 
objektif, tidak terikat pada pura matematikawan. Ringkasnya, para realis ini 
memandang bahwa para matematikawan memang memaksudkan apa yang 
mereka katakan, dan bahwa apa yang dikatakan oleh para matematikawan. 
sebagian besarnya, adalah benar. Beberapa realis ontologis yang telah 
disebutkan pada bagian-bagian sebelumnya antara lain Plato, Gottlob Frege, 


dan neo-logisis Crispin Wnght dan Bob Hale, 
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1. Kurt Gödel 

Kurt Gödel adalah salah seorang logikawan yang paling berpengaruh 
dalam sejarah. Meski pada sepanjang hayatnya Gödel tertarik kepada filsafat, 
tetapi standar-standar pribadinya yang sedemikian tinggi telah membatasi 
dirinya untuk hanya mempublikasikan sedikit artikel dalam bidang filsafat. 
Godel 1944 dibuka dengan sebuah kutipan tentang pandangan awal Bertrand 
Russell bahwa logika “berkenaan dengan dunia real senyata ‘zoologi’, meski 
dengan sifat-sifat yang lebih abstrak dan umum” (Russell 1919: 169). 
Dengan memperhatikan logisisme Russell, tanpak bahwa baginya, 
matematika adalah juga terkait dengan sifat-sifat umum dari “dunia nyata” 
Ini sekurang-kurangnya menyiratkan pandangan realisme dalam nilai 
kebenaran, Pernyataan-pernyataan matematis adalah benar atau salah, secara 
objektif. Namun demikian, pada perkara ontologi, Russell akhirnya menganut 
suatu pandangan “tanpa-kelas', 
objek-objek matematis lainnya seb: 


yang memandang bilangan-bilangan dan 
i “fiksi-fiksi logis", Gödel berpendapat 
bahwa anti-realisme ontologis semacam itu tidak dapat dipertahankan, | 

Banyak sekali filsafat dari berfokus pada prinsip “lingkaran setan’, yang 
dirangkumkan Gödel sebagai “tidak satu pun totalitas dapat memuat anggota $ 


. . | 
anggota yang dapat didefinisikan hanya sehubungan dengan totalitas itu, atawi 


anggota-anggota yang melibatkan atau mensyaratkan totalitas itu. 
Perhatikan di sini terdapat tiga prinsip yang berbeda: 
(a) Tidak satu pun totalitas dapat memuat anggota-anggota yang dapat 
didefinisikan hanya sehubungan dengan totalitas itu. 
(b) Tidak satu pun totalitas dapat memuat anggota-ar 


ota yang 


melibatkan totalitas itu 

(e) Tidak satu pun totalitas dapat memuat anggota-anggota yang 

mensyaratkan totalitas itu. 

Prinsip (2) dan Prinsip (3) tersebut masuk akal. meski tentu saja 
bergantung pada apa arti dari “melibatkan” dan ‘mensyaratkan’. Prinsip- 
prinsip ini menyisihkan apa yang disebut ‘sirkularitas ontologis'. Namun 
demikian, dua prinsip tersebut tidak berpengaruh kepada praktik. Gödel 
memandang bahwa hanya bentuk (1) dari prinsip lingkaran setan itu yang 
menimbulkan pembatasan-pembatasan terhadap matematika, atau pada 
bagaimana matematika disajikan. Versi ini menjaga matematikawan agar 
tidak mengemukakan istilah-istilah tertentu, misalnya definisi-definisi 
impredikatif—yaitu, definisi yang merujuk pada kumpulan yang memuat 
entitas yang sedang didefinisikan. Tulisan Godel selanjutnya menunjukkan 
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bahwa pembatasan seperti itu melumpuhkan matematika: “Dapat dibuktikan 
bahwa formalisme matematika klasik tidak memenuhi bentuk pertama dari 
prinsip lingkaran setan, karena aksioma-aksiomanya menyimpulkan 
eksistensi-eksistensi bilangan-bilangan real yang dapat didefinisikan dalam 
formalisme ini hanya dengan merujuk kepada semua bilangan real” (Gödel 
1944: 455). Dengan demikian, bentuk pertama dari prinsip lingkaran setan 
tidak sejalan dengan matematika klasik. Godel mengatakan bahwa dia 
“memandang ini sebagai buku bahwa [versi] prinsip lingkaran setan ini salah, 
bukan bahwa matematika klasiklah yang salah." 

Gédel tidak membiarkan begitu saja ketidakcocokan antara teori Russell 
dan dan praktik matematis, Dia memandang bahwa versi (1) dari prinsip 
lingkaran setan berlaku jika dan hanya jika seseorang menganut sudut 
pandang konswuktivis terhadap objek-objek dalam matematika (Godel 1944: 
156). Seperti kita ketahui, bagi seorang realis dalam ontologi, definisi 
bukanlah resep untuk menciptakan objek, tetapi hanya suatu metode untuk 
Mendeskripsikan atuu menunjuk kepada entitas yang memang telah ada. Dari 
perspektif ini, definisi-definisi impredikatif tidak bersifat merusak. 

Salah satu aspek utama dari filsafat Gödel adalah suatu analogi antara 
Objek-objek matematis dan objek-objek fisik biasa. Dia menelusuri gagasan 
Ini kepada Russell. Di sini Gödel (1944: 449) membuat isyarat yang paling 
menarik dan kontroversial bahwa seperti halnya kita membangun teori-teori 
fisika mutakhir untuk menjelaskan (dan memprediksi) observasi-observasi 
inderawi, di dalam matematika kita membangun teori-teori mutakhir untuk 
menjelaskan ‘intuisi-intuisi’, atau keyakinan-keyakinan yang telah berurat 
berakar tentang objek-objek matematis. Keyakinan-keyakinan intuitif ini 
meliputi, misalnya, prinsip-prinsip matematika finit dari David Hilbert, 

Penggunaan istilah “intuisi' oleh Gödel secara eksplisit merujuk kepada 
pandangan Kant, Gagasan pokok dari suatu “objek fisik” tidak terkandung 
dalam persepsi-persepsi itu sendiri, tetapi diberikan oleh pikiran. Kita telah 
membahas filsafat matematika dari Immanuel Kant dan pandangan penganut 
Kant modern dari intuisionis L. E. J, Brouwer. Namun demikian, Godel 


meninggalkan Kant dan para intuisionis. dengan realisme ontologis yang 
dianutnya. Dia mengatakan bahwa, bagi Kant, intuisi bersifat “subjektif. 
Bagi Kant. dan para intuisionis penganut Kant. matematika bersifat 
"tergantung pada pikiran”. Di sisi lain, Gödel memandang bahwa matematika 
pokok "yang diketahui" mungkin merepresentasikan suatu aspek dari realitas 
objektif, tetapi dibedakan dari penginderaan, kehadiran matematika pokok 
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tertentu yang telah diketahui itu mungkin ditimbulkun oleh sejenis hubungan 
lainnya antara diri kita sendiri dan realitas. Jadi, bagi Gödel. intuisi -intuisi 
matematis adalah semacam kilasan-kilasan ke dalam suatu realm matematis 
yang objektif, 

Perbedaan antara Gödel dan para penganut pandangan Kant berpengaruh 
kepada praktik. Lebih awal dalam artikelnya, Godel meninggalkan konsepsi 
konstruktivis dalam matematika, “yang mengakui objek-objek matematis 
sepanjang bahwa objek-objek matematis itu dapat diinterpretasikan sebagai 
konstruksi-konstruksi kita sendiri atau, sekurang-kurangnya dapat 
selengkapnya diketahui dalam intuisi” (Godel 1964: 474). Bagi seorang 
penganut Kant, tidak terdapat yang lain-lainnya bagi objek-objek matematis 
selain dari yang diketahui dalam intuisi. Di sisi lain, Gödel memandang 
bahwa meski intuisi merepresentasikan suatu hubungan antara kita dan 
realitas matematis, tetapi dunia matematis melampaui "persepsi" kita 
tentangnya—demikian pula dunia fisik. Inilah maksud dari tidak terikat paddy 
pikiran, atau “mind independent”, | 

Pada bagian akhir tulisannya tahun 1964, Gödel menyebutkan 
kemungkinan bahwa suatu aksioma matematis yang baru akan diterima 
berdasarkan kesuburannya dalam fisika, meski dia mengindikasikan bahwa 
pern n itu bersifat spekulatif saja dalam keadaan sains dan matematik: 
saat ini, Kita masih jauh dari mampu untuk membuat sebarang koneksi 


koneksi produktif antara aksioma-aksioma matematis baru yang diajukan dan 
prinsip-prinsip dalam fisika. Namun demikian, pikirkanlah, seandainya 
metodologi ini digunakan, maka pengetahuan matematis akan kehilangan 
status a priorinya. Pada situasi tersebut, kita akan menggunakan teori fisika 
untuk menentukan kebenaran matematis, 


2. Jaring Keyakinan W. V. O. Quine 

W. V. O. Quine, salah seorang filsuf kontemporer yang paling 
berpengaruh (sekurang-kurangnya di sisi Amerika dari Samudera Atlantik). 
adalah penerus empirisisme teguh dari John Stuart Mill. Ingat kembali tema 
utama empirisisme adalah bahwa semua pengetahuan yang substansial pada 
akhirnya didasarkan pada observasi inderawi. Seperti kita lihat, filsafat 
matematika dari Mill tergoyahkan karena filsafatnya menjelaskan hanya 
matematika sederhana seperti geometri dasar dan hasiljumlah aritmetik yang 
kecil. Sebagian alasan dari kegagalan Mill adalah ketaatannya kepada 
pandangan bahwa semua pengetahuan matematis didasarkan pada induksi 
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enumeraif—mengambil konklusi-konklusi umum dari kasus-kasus 
individual, Empirisisme Quine seteguh pandangan Mill, tetapi epistemologi 
matematikanya lebih mutakhir, mengakomodasi banyak sekali, jika tidak 
semua, matematika kontemporer. 

Salah satu sifat lain dalam filsafat Quine adalah naturalisme teguh, yang 
juga diwariskan dari Mill. Quine menggambarkan naturalisme sebagai 
“ditinggalkannya tujuan filsafat pertama” dan “pengakuan bahwa di dalam 
sains itu sendiri ... realitas hendaknya diidentifikasi dan dideskripsikan" 
(Quine 1981: 72). Filsafat tidak berdiri mendahului sains, tidak berperan 
untuk menjustifikasi pernyataan-pernyataan dalam sains. Epistemologi harus 
berpadu dengan sains alam, terutama fisika: “Filsuf naturalistik memulai 
penalarannya di dalam warisan teori dunia sebagai pertimbangan yang 
berlaku" dan “warisan teori dunia itu utamanya adalah teori dalam sains, 
aproduk mutakhir dari upaya ilmiah sains.” Bersama Mill, Quine meyakini 
bahwa sesungguhnya tidak ada pengetahuan yang bersifat a priori 

Tulisan awal Quine sebagian besar merupakan reaksi terhadap satu aliran 
ẹmpirisisme lainnya, yaitu positivisme logis dari gurunya, Rudolf Carnap, 
yan tokoh-tokoh lain dalam Lingkaran Vienna. Carnap tidak memandang 
bahwa matematika pada dasarnya bersandar pada observasi inderawi. 


Pandangan Carnap mengangkat perbedaan antara kalimat analitik, yang benar 
tau salah berdasarkan makna istilah-istilah yang dikandungnya, dan kalimat 
sintetik. yang benar atau salah berdasarkan bagaimana adanya dunia 

Pada artikel yang penting bagi filsafatnya, “Two Dogmas of Empiricism' 
(1951), Quine membangun latar bagi empirisisme teguhnya. Dia men 
“dogma” bahwa terdapat perbedaan fundamental antara kebenaran-kebenaran 
yang bersifat analitik, atau didasarkan pada makna-makna yang tidak terikat 
pada fakta, dan kebenaran-kebenaran sintetik, yang didasarkan pada fakta 
(Quine 1951: 20), Tesis yang diajukan Quine yaitu bahwa faktor-faktor 
bahasa dan faktor-faktor dunia saling terjalin, dan tidak terdapat keterpisahan 
tajam antara semua itu. Jadi, tidaklah bermakna bila dikatakan bahwa suatu 
pernyataan tertentu benar berdasarkan bahasa semata Bagi Quine, satu 
‘dogma’ lain yang juga ditolaknya adalah “reduksionisme: pandangan bahwa 
tiap pernyataan yang bermakna adalah ekuivalen dengan suatu konstruk logis 


ing 


pada istilah-istilah yang merujuk kepada pengalaman segera.” Gagasan di 
balik dogma ini adalah pandangan bahwa masing-masing pernyataan yang 
bermakna harus merupakan kombinasi logis dari pernyataan-pernyataan yang 
secara langsung dapat diverifikasi melalui pengalaman. 


3 Q Of 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:09 Y -4 N 


< Library = Hal 9.29 


* PEMA4101/ MODUL 9 9.29 


Sebagai pengganti untuk dua “dogma” tersebut, Quine mengajukan 
metafora bahwa sistem keyakinan-keyakinan kita adalah suatu “jaring tanpa- 
kelim'. Tiap simpul keyakinan memiliki hubungan-hubungan yang tidak 
terbilang banyaknya ke simpul-simpul lain dalam jaring tersebut, Beberapa 
hubungan bersifat logis, dalam artian bahwa menerima beberapa keyakinan 
mensyaratkan penerimaan atas keyakinan-keyakinan lainnya. Beberapa 
hubungan bersifat linguistik, dipandu oleh penggunaan bahasa. Simpul- 
simpul yang langsung berkaitan dengan pengalaman. sedemikian hingga 
mereka dapat dikukuhkan oleh observasi langsung, berada pada tepi-tepi 
jaring. Berdasarkan metafora ini, pengalaman inderawi menimpa jaring 
hanya pada batas-batas luar, melalui iritasi pada ujung-ujung syaraf kita— 
observasi. Observasi-observasi baru menimbulkan perubahan-perubahan 
dalam jaring, via hubungan-hubungan tak terbilang antara simpul-simpul. 

a sampai tercapai suatu ekuilibrium. 

Bagi Quine, “sains adalah suatu alat ... untuk memprediksi pengalaman 
yang akan datang berdasarkan pengalaman yang telah lalu” (Quine 1951: §6), 
Pada akhirnya. satu-satunya evidensi yang relevan dengan suatu teori adalaly 
pengalaman inderawi. Jelaslah ini adalah empirisisme. Tetapi, Quing 
berpendapat bahwa pengalaman tidak berkenaan dengan pernyataan 
pernyataan ilmiah sains yang ditimbang satu demi satu. Keyakinang 
keyakinan kita menghadapi ‘mahkamah’ pengalaman hanya dalani 


kelompok-kelompok. Berpedoman kepada pengalaman yang tegas, seorang 
ilmuwan sains memiliki banyak pilihan atas yang manakah dari keyakinan- 
keyakinannya yang hendaknya dimodifikasi. Di dalam filsafat, istilah teknis 
untuk pandangan Quine adalah holisme. Ini adalah penolakan terhaap 
“dogma” yang kedua—reduksionisme 

Quine memandang bahwa teori-teori sains merupakan alat-alat dalam 
jaring keyakinan yang bertujuan untuk mengelola dan memprediksi 
observasi-observasi. Teori sesungguhnya, atau yang paling pokok, dari teori 
ilmiah sains adalah fisika. Kita menerima fisika sebagai benar karena 
kedudukan utamanya dalam jaring keyakinan. Tanpanya, kita tidak dapat 
mengelola dan memprediksi pengalaman-pengalaman sebanyak yang dapat 
kita capai sekarang ini. Matematika berperan sentral dalam sains-sains. 


Sukarlah dibayangkan bagaimana kita melakukan sebarang penelitian ilmiah 
sains yang serius tanpa melibatkan matematika. Jadi, bagi Ouine, matematika 
itu sendiri memiliki kedudukan sentral dalam jaring keyakinan. Dia 


= 3 Q 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:09 Y -4 N 


< Library = Hal 9. 30 


9.30 HAKIKAT DAN SEJARAH MATEMATIKA 6 


menerima matematika sebagai benar dengan alasan yang sama seperti dia 
menerima fisika sebagai benar. 

Matematika terletak jauh dari “batas luar” jaring keyakinan, di mana 
observasi berperan lebih langsung. Kriterion sesungguhnya untuk menerima 
setiap sesuatu—matematika, fisika, psikologi. objek-objek biasa, mitos— 
adalah bahwa ia harus memainkan peran esensial dalam jaring keyakinan. 
Fisika, kimia, dan bersama itu, matematika, tertanamkan dalam jaring 
keyakinan, sehingga kita mempercayai bidang-bidang tersebut. Quine 
memandang bahwa kita meyakini eksistensi objek-objek biasa dengan alasan 
serupa—karena kedudukan mereka dalam jaring keyakinan. Di sisi lain, 
mitologi Yunani, misalnya, tidaklah sedemikian tertanamkan, dan oleh 
karena itu kita tidak meyakininya 

Apa pun manfaat dari program filosofisnya, Quine tampaknya benar 
sbahwa sukarlah kita menarik batas yang tajam dan prinsipil di ant 
Matematika dan cabang-cabang sains yang lebih teoretis, khususnya fisi 
Terdapat kontinuum dengan sains eksperimental pada salah sutu ujungnya, 
sains yang lebih teoretis dan matematika terapan ke arah tengah, dan 


a. 


matematika murni pada satu ujung lainnya. Disiplin-disiplin ilmu yang 
"berbeda secara alamiah berpadu. Seorang penganut holisme tidak memiliki 
pilihan lain kecuali menerima sebagian besar sains sebagai benar, atau 
mendekati benar, Oleh karena itu, dia harus pula menerima matematika 
sebagai benar. 

Ini mendukung realisme dalam nilai kebenaran. Kita mencapai realisme 
dalam ontologi dengan menegaskan bahwa matematika dipahami pada nilai 
permukaan, sebagaimana kita juga memahami fisika pada nilai permukaan 
Pernyataan-pernyataan matematis menunjuk pada (dan memiliki variabel- 
variabel yang mencakup pada) entitas-entitas seperti bilangan-bilangan real, 
titik-titik geometrik, dan himpunan-himpunan. Beberapa dari pernyataan- 
pernyataan matematis ini adalah benar secara harfiah. Jadi, bilangan- 
bilangan. titik-titik, dan himpunan-himpunan memang ada. Selain itu, dalam 
pandangan ini tampak bahwa eksistensi objek-objek tidak terikat pada 
matematikawan, 

Ringkasnya, pandangan Ouine tentang matematika tidak sesuai dengan 
pandangan-pandangan tradisional bahwa kebenaran matematis bersifat mesti, 
dan bahwa pengetahuan matematis bersifat a priori. Sekali lagi, sebagai 
seorang empirisis yang teguh, Quine menolak inti gagasan pengetahuan a 
priori. Semua pengetahuan—keseluruhan jaring keyakinan—didasarkan pada 
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pengalaman inderawi. Tidak terdapat sumber-sumber lain bagi pengetahuan. 
Selain itu, Quine meyakini bahwa tidak ada kebenaran yang bersifat mesti, 
atau pasti secara mutlak dalam artian tidak dapat diperbaiki atau tidak dapat 
direvisi berdasarkan pengalaman yang akan datang. Dari holisme dan 
empirisismenya, Quine menerima sebagai benar hanya bagian-bagian dari 
matematika yang menemukan aplikasi dalam sains. Tegasnya, agar seorang 
pengikut Quine menerima suatu cabang matematika, maka haruslah terdapat 


koneksi. betapa pun jauh, antara pernyataan dari cabang itu dan observasi- 
observasi inderawi 


B. ANTI-REALISME DALAM ONTOLOGI KON 


IMPORER 


Kita sekarang beralih ke filsafat-filsafat matematika yang membantah. 
eksistensi objek-objek matematis. Pandangan ini, yang kadang-kadang 
disebut ‘nominalisme’, adalah suatu versi radikal dari anti-realisme dalang 
ontologi, Barangkali seseorang dapat sekedar meyakini bahwa matematika 
tidak memiliki nilai. Bagi seorang filsuf yang berpandangan demikian, objek « 
objek matematis layaknya tukang sihir, dan matematika sendiri layaknya 
ilmu ramuan sihir—dibuang sebagai sampah intelektual. Namun demikian, di 
sini kita membahas filsafat-filsafat yang mengkaji matematika secara serius, 
dan mengakui peran matematika dalam upaya-upaya intelektual. Para filsuf 
dalam pandangan ini berupaya merumuskan kembali matematika, atau suatu 
penggantinya, agar eksistensi objek-objek matematis khusus—bilangan- 
bilangan dan himpunan-himpunan—tdak disyaratkan dalam dunia sains. 


1. Fiksionalisme 
Hartry Field memahami bahasa matematis dari nilai permukaan. Karena 
dia meyakini bahwa objek-objek matematis tidak ada, maka pernyataan- 


an matematis memiliki nilai-nilai kebenaran yang objektif terapi 


pemyata: 
"kosong". Misalnya, dia dapat memandang bahwa “semua bilangan asli 
adalah prima” adalah benur, karena bilangan-bilangan asli itu tidak ada. 
Serupa demikian, Field dapat memandang bahwa “terdapat suatu bilangan 
prima yang lebih besar dari 100” adalah salah. Oleh karena itu, nilai-nilai 
kebenaran dari pernyataan-pernyataan matematis tidak berkorespondensi 
dengan teorema-teorema matematis. Jadi, bagi Field, perkara utama 
matematika bukanlah mengukuhkan kebenaran-kebenaran dan mengingkari 
kesalahan-kesalahan. 
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Namun demikian, Field mengkaji matematika secara serius, dan dia 
n 
ang 
kosong dari pernyataan-pernyataan matematis tidak berperan dalam 
menentukan keberterimaan matematika atau peran matematika dalam sains. 
Oleh karena itu, Field dalam semangatnya, sekurang-kurungnya, bersekutu 
dengan para anti-realis dalam nilai kebenaran, yaitu mereka yang membantah 


membuat batasan peran bagi matematika selain dari mengukuhkan keber 
tentang objek-objek matematis yang tidak ada. Nilai-nilai kebenaran y 


pandangan bahwa pernyataan-pernyataan matematis memiliki nilai-nilai 
kebenaran yang objektif (kecuali bahwa Field tidak mendukung revisi-revisi 
dalam praktik matematis). 

Pandangan Field ini disebutnya “fiksionalisme', Gagasan utama dari 
pandangan ini adalah menganggap objek-objek matematis layaknya karakter- 
karakter dalam fiksi. Field (1980; 5) mengklaim bahwa hanya terdapat satu 


argumen serius bagi eksistensi entitas-entitas matematis, dan ini adalah 
Urgumen indispensabilitas dari W. V. O. Quine dan Hilary Putnam. Field 
memandang bahwa argumen-argumen lainnya akan memiliki bobot jika 
argumen indispensabilitas ini berhasil. Jadi, titik awal dari pandangan Field 
adalah bahwa jika seseorang dapat meruntuhkan argumen indispensabilitas, 
maka realisme ontologis menjadi suatu dogma yang tidak terjustifikasi. 

Field setuju bahwa matematika berguna dalam sains, menyebutkan 
bahwa matematika adalah “kebutuhan praktis" bagi ilmuwan sains, 
Membuang matematika sangatlah tidak mungkin. Tetapi, pernyataannya 
tersebut tidak berarti mengakui bahwa matematika bersifat csensial bagi sains 


pada segi ontologis yang relevan. Field memiliki pandangan bahwa dalam 
satu segi, sains dapat dilakukan tanpa matematika. Ini tersirat dalam judul 
dari bukunya, Science Without Numbers 

Selanjutnya, perhatikan bahwa suatu bahasa nominalistik adalah bahasa 
yang tidak merujuk kepada, dan tidak memiliki kuantor-kuantor yang 
mencakup, objek-objek abstrak seperti bilangan dan himpunan. Seperti kita 
ketahui. bahasa ilmiah sains yang lazim tidak nominalistik. Formulasi- 
formulasi baku dari berbagai prinsip sains sendiri memuat terminologi 
matematis dan melibatkan objek-objek matematis, Putnam (1971) 
memandang bahwa pengupayaan sains dalam suatu bahasa nominalistik tidak 
memberikan harapan. Aspek pertama dari kasus Field adalah membantah 
pernyataan Putnam tersebut, dengan memberikan formulasi-formulasi 
"nominalistik" bagi teori-teori dalam sains 


3 Q 


Chapters Media Notebook Search Settings 


10:09 Y 4 N 


< Library = Hal9.33 


© PEMA4101/ MODUL 9 9,33 


Tentu terlalu merepotkan bagi seorang nominalis saja untuk memberikan 
versi yang dapat diterima untuk tiap teori sains yang ada saat ini. Itu akan 
menuntutkan penguasaan seluruh rentang sains kontemporer: mekanika 
kuantum, relativitas umum, kimia, fisiologi, astronomi, ekonomi, dan 
sebagainya. Sebagai gantinya, Field mengembangkan suatu versi 
nominalistik untuk teori gravitasi Newton, dan beberapa ekstensi dari sana. 
Ini diharapkan menjadi suatu paradigma untuk cabang-cabang lain dalam 
sains masa kini 


2. Konstruksi Modalitas 

Kita telah mengenal skeptisisme yang sangat berpengaruh dari Quine 
terhadap gagasan-gagasan modalitas seperti kemungkinan dan kemestian: 
“Kita tentu berhak untuk berpandangan bahwa tidak satu pun formulasi 


= sebi 


rang be 
idiom-idiom ... modalitas .... Penggunaan-penggunaan yang baik dari 
modalitas-modalitas barangkali dapat disajikan dalam cara-cara yang lebih 
jelas dan telah diketahui” (Quine 1986: 33-4). Beberapa dari “penggunaan” 


ain sains bersifat definitif sepanjang ia masih bersandar pada 


penggunaan yang baik ini’ dicapai dengan menata kembali pengertian; 
pengertian modalitas dengan menggunakan entitas-entitas matematis, 
khususnya himpunan-himpunan. Contoh paling mutakhir dari ini adalah teori 
model, yang dapat dipandang sebagai upaya untuk memahami kemungkinan 
logis dan konsekuensi logis sehubungan realm konstruksi-konstruksi teori 
himpunan. Saat dikatakan bahwa suatu kalimat tertentu mungkin secara logis, 
ini berarti bahwa terdapat suatu model yang berlaku padanya. Sejumlah 
penulis mencoba untuk memahami kemungkinan dan kemestian umum 
sehubungan konstruksi-konstruksi teori himpunan, yang kadang-kadang 
disebut “dunia-dunia yang mungkin”, 

Sebagaimana diutarakan oleh Putnam (1975: 70), matematika telah 
“membuang kemungkinan dengan sekedar mengasumsikan bahwa, sampai 
pada isomorfisma, semua kemungkinan secara simultan dakrual—aktual, 
artinya, dalam semesta “himpunan-himpunan'. Program umumnya adalah 


untuk meninggalkan istilah kemestian dan kemungkinan, dan 
menggantikannya dengan peristilahan objek-objek abstrak seperti himpunan 
dan bilangan. 

amun demikian, terdapat sekelompok filsuf matematika yang 
berdedikasi untuk membalikkan orientasi ini, Mereka menyangkal eksistensi 
objek-objek matematis, seperti himpunan dan bilangan, dan menerima 
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sekurang-kurangnya beberapa bentuk modalitas. Lebih tepatnya, filsuf-filsuf 
ini lebih tidak skeptik terhadap modalitas daripada terhadap, misalnya, teori 
himpunan (bila dipahami secara harfiah sebagai teori objek-objek abstrak). 
Oleh karena itu mereka mencoba merumuskan kembali matematika 
sehubungan dengan modalitas. Putnam sendiri pernah menjadi anggota dari 
kelompok ini (1967). 
mengangkat modalitas adalah Charles Chihara, yang mengembangkan suatu 


ah seorang anti-realis terkenal masa kini yang 


bahasa formal yang mewakili pandangannya dalam Construeribilirv and 
Mathematical Existence (1990). 


C. STRUKTURALISME 


Strukturalisme timbul dari berbagai perkembangan dalam logika dan 
matematika pada rentang abad ke-20. Pendukung-pendukung utama 
pandangan ini antara lain Paul Benacerraf (1965), Geoffrey Hellman (1989), 
Michael Resnik (1997), dan Stewart Shapiro (1997). Slogan strukturalisme 
Yaitu bahwa matematika adalah sains struktur. 

Kebanyakan strukturalis adalah penganut realisme dalam nilai 
"kebenaran, meyakini bahwa tiap kalimat yang tak-ambigu dalam, misalnya, 
ritmetika dan analisis, adalah benar atau salah, secara tidak terikat pada 
bahasa, pikiran, dan konvensi-konyensi sosial dari matematikawan. Namun 
(lemikian, para strukturalis tidak memiliki pandangan yang seragam tentang 
eksistensi objek-objek matematis, Benacerraf dan Hellman mengemukakan 
dan membela versi-versi pandangan yang tidak mensyaratkan eksistensi 
objek-objek matematis, sedangkan Resnik dan Shapiro adalah realis dalam 
ontologi, dalam batas-batas tertentu. Versi-versi strukturalisme yang ada saat 
ini memiliki percaba gasan seperti eksistensi, objek, 


gan dalam gagasan- 
dan identitas, sekurang-kurangnya saat item-item itu digunakan dalam 


matematika. 

Ingat kembali bahwa seorang platonis tradisional, atau realis dalam 
ontologi, meyakini bahwa bidang kajian dari suatu cabang matematika, 
seperti aritmetika dan analisis real, adalah sekumpulan objek-objek yang 
memiliki semacam independensi ontologis. Resnik (1980: 162) 
mendefinisikan ‘platonis ontologis' sebagai seseorang yang meyakini bahwa 
objek-objek fisik biasa dan bilangan-bilangan adalah “setaraf”. Untuk filsuf 
seperti itu, bilangan-bilangan adalah hal—objek-objek—yang jenisnya sama 
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dengan, misalnya, gedung, tetapi terdapat lebih banyak bilangan daripada 
banyaknya gedung. dan bilangan-bilangan bersifat abstrak dan abadi. 

Untuk mengejar analogi tersebut, platonis ini mungkin melekatkan 
sejenis independensi ontologis tertentu pada masing-masing bilangan asli 
Sebagaimana tiap gedung tidak terikat pada setiap gedung lainnya, tiap 
bilangan asli—sebagai suatu objek individual—tidak terikat pada setiap 
bilangan asli lainnya. Barangkali, gagasannya adalah bahwa seseorang dapat 
memberikan esensi dari tiap bilangan tanpa melibatkan bilangan-bilangan 
lainnya. Misalnya, esensi bilangan 2 tidak melibatkan bilangan 6 atau 
bilangan 6.000.000. 

Di sisi lain seorang strukturalis secara tegas menolak jenis independensi 
ontologis apa pun di antara bilangan-bilangan asli, Esensi dari suatu bilangan 
asli adalah ‘relasi-relasi’-nya dengan bilangan-bilangan asli lain, Bidang 
kajian aritmetika adalah suatu struktur abstrak yang tunggal, yaitu pola yang 
berlaku umum pada sebarang kumpulan infinit objek-objek yang memiliki 
suatu relasi penerus, suatu objek awal yang unik, dan memenuhi prinsip 
induksi. Bilangan 2 adalah posisi kedua dalam struktur bilangan asli. dan 4 
adalah posisi keenam. Tidak satu pun dari dua bilangan itu memiliki 
independensi dari struktur di mana mereka merupakan posisi-posisi, dan 
sebagai posisi-posisi dalam struktur ini, tidak satu pun dari bilangan-bilangan 
tersebut yang ‘tidak terikat” pada satu bilangan lainnya | 

Tentu saja. seorang anak kecil dapat belajar banyak tentang bilangan £ 
saat dia hampir tidak mengetahui apa pun tentang bilangan-bilangan lainnya 
seperti 6 atau 6.000.000. Tetapi independensi epistemik ini tidak menghalangi 
keterkaitan ontologis antara bilangan-bilangan asli. Dengan analogi, 
seseorang dapat mengetahui banyak tentang suatu objek fisik, misalnya bola 
basket, meski dia hampir tidak mengetahui apa pun tentang molekul dan 
atom. Namun demikian, ini tidak berarti bahwa bola basket secara ontologis 
tidak terikat pada molekul-molekul dan atom-atom yang menyusunnya 

Struktur bilangan asli dicontohkan oleh rangkaian-rangkaian pada suatu 
abjad yang finit dalam urutan leksikal, suatu barisan infinit momen-momen 


waktu yang berbeda, dan suatu barisan infinit goresan ruas garis tegak: 


PITTI... 


Serupa demikian, analisis real adalah studi pola dari sebarang medan 
tertutup real yang lengkap. Teori grup mempelajari bukan struktur tunggal. 
tetapi suatu type struktur, pola yang berlaku umum pada kumpulan-kumpulan 
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dari objek-objek dengan suatu operasi biner, suatu elemen identitas, dan 
invers-invers untuk tiap elemen. Geometri Euclid mengkaji struktur ruang 
Euclid, topologi mempelajari struktur-struktur topologis, dan sebagainya. 

Selanjutnya, definisikan sistem sebagai suatu kumpulan objek-objek 
dengan relasi-relasi tertentu di antara objek-objek tersebut, Misalnya, suatu 
hirarki perusahaan atau pemerintahan adalah sistem orang-orang dengan 
relasi-relasi pengawasan dan kerja sama: suatu konfigurasi catur adalah 
sistem buah-buah catur pada relasi-relasi ruang dan “langkah yang mungkin" 
Definisikan pola atau struktur sebagai bentuk abstrak dari suatu sistem, 
menggarisbawahi kesaling-terkaitan antara objek-objek, dan mengabaikan 
ciri-ciri mana pun dari objek-objek itu yang tidak mempengaruhi bagaimana 
objek-objek tersebut berelasi dengan objek-objek lain dalam sistemnya. 

Salah satu cara untuk memahami suatu pola tertentu adalah via proses 
sabstraksi. Seseorang mengamati sejumlah sistem dengan struktur itu, dan 
memusatkan perhatian pada relasi-relasi antara objek-objek—mengabaikan 
Ciri-ciri dari objek-objek yang tidak relevan dengan relasi-relasi ini. 
Misalnya, seseorang dapat memahami suatu pertahanan sepakbola dengan 
Menonton sebuah (atau beberapa) pertandingan sepakbola dan 
memperhatikan relasi-relasi ruang dan peran-peran antara para pemain dalam 
Sebuah tim—tanpa bola, mengabaikan hal-hal seperti tinggi badan, warna 
fambut, persentase goal para pemain, karena semua itu tidak berkaitan 


flengan sistem bertahan. 

Pada kaitan-kailan seperti demikian, seorang strukturalis meyakini 
bahwa matematika (murni) adalah studi deduktif dari struktur-struktur seperti 
tadi. Subjek dari aritmetika adalah struktur bilangan asli dan subjek dari 
geometri Euclid adalah struktur ruang Euclid. Di dalam matematika, struktur- 
struktur dipelajari tidak terikat pada sebarang contoh-contoh yang struktur- 
struktur itu mungkin miliki dalam realm non-matematis. Dengan kata-kata 
Jain, matematikawan tertarik kepada relasi-relasi internal dari kedudukan- 
kedudukan dari struktur-struktur tersebut. 

Secara umum, strukturalisme mengemukakan semacam relativitas 
mengenai objek-objek dan eksistensi, sekurang-kurangnya dalam 
matematika. Objek-objek matematis terikat pada struktur-struktur yang 
menyusun objek-objek itu, Namun demikian, versi-versi yang beragam dalam 
strukturalisme memiliki ontologi-ontologi yang berbeda, dan versi-versi ini 
menggunakan sumber-sumber konseptual yang berbeda pula untuk 
menginterpretasikan pernyataan-pernyataan matematis. Dengan demikian, 
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versi-versi yang berbeda dalam strukturalisme memiliki epistemologi- 
epistemologi yang berlainan 


AS LATIHAN 


== 
> 


Untuk memperdalam pemahaman Anda mengenai materi di atas, 
kerjakanlah latihan berikut! 


1) Sebutkan sifat-sifat dari “intuisi (matematis)' menurut Gödel! 

2) Sebutkan dua dogma yang ditolak oleh pandangan Quine! 

3) Sebutkan tiga sifat dari pandangan fiksionalisme dari Field! 

4) Sebutkan dua contoh modalitas dalam matematika! Bagaimanakah cara 
untuk mencapai penggunaan-penggunaan yang baik untuk modalitas 
menurut Quine? | 

5) Sebutkan definisi sistem dan definisi struktur (atau, pola) dalang 
pandangan strukturalisme! Bagaimanakah cara kita memahami stati, 
pola tertentu? Jelaskan. 


Petunjuk Jawaban Latihan 


1) Sifat-sifat intuisi matematis menurut Gödel antara lain 


a) “Intuisi (matematis)’ adalah keyakinan-key 
berurat-berakar tentang objek-objek matematis. 


akinan yang telah 


b) Intuisi-intuisi matematis adalah semacam kilasan-kilasan ke dalam 
suatu realm matematis yang objektif. 

c) Meski intuisi merepresentasikan suatu hubungan antara kita dan 
realm matematis, tetapi dunia matematis melampaui “persepsi” kita 
tentangnya. 

2) Dua *dogma’ yang ditolak oleh pandangan Quine: 

a) Dogma bahwa terdapat perbedaan fundamental antara kebenaran- 
kebenaran analitik. yang didasarkan pada makna-makna yang tidak 
terikat pada fak dan kebenaran-kebenaran sintetik, yang 
didasarkan pada fakta (Quine. 1951: 20). 

b) Dogma reduksionisme, yaitu pandangan bahwa setiap pernyataan 
yang bermukna ekuivalen dengan suatu konstruk logis pada istilah- 
istilah yang merujuk ke pengalaman-segera, 
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3) 


4) 


N 


Sifat-sifat matematika dalam pandangan fiksionalisme Field antara lain: 


a) Bahasa matematis dipahami pada nilai permukaan. 

b) Objek-objek matematis tidak ada maka pernyataan-pernyataan 
matematis memiliki nilai-nilai kebenaran yang objektif tetapi 
“kosong”. 

c) Nilai-nilai kebenaran pernyataan matematis tidak berkorespondensi 
dengan teorema-teorema matematis 

d) Meski demikian. Field tidak mendukung revisi-revisi dalam praktik 
matematis, 

Modalitas dalam matematika misalnya kemungkinan dan kemestian. 
Penggunaan-penggunaan yang baik untuk modalitas dicapai dengan 
menata kembali pengertian-pengertian modalitas dengan menggunakan 
entitas-entitas matematis, khususnya himpunan-himpunan 
Sistem adalah suatu kumpulan objek-objek dengan relasi-relasi tertentu 
di antara objek-objek tersebut. Pola atau struktur adalah bentuk abstrak 
dari suatu sistem, menggarisbawahi kesaling-terkaitan antara objek- 
objek, dan mengabaikan ciri-ciri mana pun dari objek-objek itu yang 
tidak mempengaruhi bagaimana objek-objek tersebut berelasi dengan 
objek-objek lain dalam sistemnya. Salah satu cara untuk memahami 
suatu pola tertentu adalah via proses abstraksi. Seseorang mengamati 
sejumlah sistem dengan struktur itu, dan memusatkan perhatian pada 
relasi-relasi antara objek-objek—mengabaikan ciri-ciri dari objek-objek 
yang tidak relevan dengan relasi-relasi ini. 


RANGKUMAN 


Sifat dari pandangan realisme dalam ontologi antara lain: (1) 
pernyataan-pernyataan matematis dipahami dengan pemaknaan harfiah 
langsung; (2) hanya terdapat satu jenis ‘eksistensi’, yang aplikabel pada 
matematika maupun pada wacana biasa; (3) kebanyakan filsuf aliran ini 
yakin bahwa eksistensi bilangan-bilangan, himpunan-himpunan, dsb., 
tidak terikat pada pikiran, bahasa, dan konvensi-konvensi dari 
matematikawan. 

Pandangan Field yang disebut “fiksionalisme' menganggap objek- 
objek matematis layaknya karakter-karakter dalam fiksi, Field (1980: 5) 
mengklaim bahwa hanya terdapat satu argumen serius bagi eksistensi 
entitas-ontitas matematis, yaitu "argumen indispensabilitas' dari W. V 
O. Quine dan Hilary Putnam. Field memandang bahwa argumen- 
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argumen lainnya akan memiliki bobot jika argumen indispensabilitas ini 
berhasil. Jadi, titik awal dari pandangan Field adalah bahwa jika 
seseorang dapat meruntuhkan argumen indispensabilitas, maka realisme 
ontologis menjadi suatu dogma yang tidak terjusufikasi, 

Strukturalisme timbul dari berbagai perkembangan dalam logika dan 
matematika pada rentang abad ke-20. Kebanyakan strukturalis adalah 
penganut realisme dalam nilai kebenaran, meyakini bahwa tiap kalimat 
yang tak-ambigu dalam, misalnya, aritmetika dan analisis, adalah benar 
atau salah, secara tidak terikat pada bahasa, pikiran, dan konvensi- 
konvensi sosial dari matematikawan. Namun demikian, para strukturalis 
tidak memiliki pandangan yang seragam tentang eksistensi objek-objek 
matematis. 


Z TES FORMATIF Z 


Pilihlah satu jawaban yang paling tepat! 


1) Sebutkan tiga sifat dari pandangan realisme dalam ontologi 


(kontemporer)! | 
2) Sebutkan prinsip “lingkaran setan" Russell seperti dirangkumkan ole 


Gödel! | 
3) Sebutkan dua sifat atau pandangan esensial yang terkandung dalam cara 
pandang Quine! | 
4) Jelaskan kedudukan matematika dalam jaring keyakinan menurut 
holisme Quine! 
5) Sebutkan sifat-sifat dari strukturalisme dalam filsafat matematika! 
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Cocokkanlah jawaban Anda dengan Kunci Jawaban Tes Formatif 2 yang 
terdapat di bagian akhir modul ini. Hitunglah jawaban yang benar. 
Kemudian, gunakan rumus berikut untuk mengetahui tingkat penguasaan 
Anda terhadap materi Kegiatan Belajar 2 


Jumlah Jawaban yang Benar 
Tingkat penguasaan = x 100% 
Jumlah Soal 


Arti tingkat penguasaan: 90 - 100% = baik sekali 
80- 89% = baik 
70 - 79% = cukup 
<70% — kurang 


Apabila mencapai tingkat penguasaan 80% atau lebih, Anda dapat 
mengikuti Ujian Akhir Semester (UAS). Selamat! Jika masih di bawah 80%, 
Anda barus mengulangi materi Kegiatan Belajar 2, terutama bagian yang 
belum dikuasai. 


Rx 
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Kunci Jawaban Tes Formatif 


Tes Formatif I 


1) Matematika bersifat analitik (atau sepenuhnya analitik). Sekurang- 
kurangnya bagian-bagian dari matematika adalah, atau dapat direduksi 
kepada, logika. Konsep-konsep dan objek-objek matematika, misalnya 
“bilangan”, dapat didefinisikan dari terminologi logis, dan dengan 
definisi-definisi ini, teorema-teorema dalam matematika dapat diperoleh 
dari prinsip-prinsip logika 

2) (1) Suatu inti yang signifikan dari kebenaran-kebenaran matematis dapat 
diketahui secara a priori, dengan turunan dari aturan-aturan yang bersifat 
analitik atau konstitutif-makna: (2) matematika ini berkaitan dengan 
suatu realm objek-objek ideal, yang, dalam satu segi, bersifat objektifi 
atau tidak terikat pada pikiran. | 

3) Formalisme memandang bahwa esensi dari matematika adalah 
manipulasi karakter-karakter. Matematika seharusnya adalah tentang 
karakter-karakter tipografis dan aturan-aturan untuk memanipulasi 
karakter-karakter tipografis itu 

4) Dedukuvisme menerima pokok pandangan Frege bahwa aturan-aturan 
inferensi harus mempertahankan kebenaran, tetapi ia bersikeras agar 


aksioma-aksioma dari berbagai teori matematis dianggapkan seolah telah 
ditetapkan secara arbitrer. Gagasannya adalah bahwa prakuk matematika 
meliputi penentuan konsekuensi-konsekuensi logis dari aksioma- 
aksioma, yang, seolah-olah. tidak diinterpretasikan. Seorang 
matematikawan bebas untuk menganggap bahwa aksioma-aksioma (dan 
teorema-teorema) dalam matematika adalah tidak bermakna, atau 
menginterpretasi semua itu sekehendaknya. 

5) Tema sentral yang mempersatukan pandangan-pandangan dalam 
intuisionisme adalah penolakan terhadap mode-mode inferensi tertentu 
dalam matematika, Filsafat-filsafat intuisionisme menuntutkan revisi 

revisi bagi matematika yang ada saat itu, dan juga matematika masa kini 
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Kunci Jawaban Tes Formatif 


Tes Formatif I 


1) Matematika bersifat analitik (atau sepenuhnya analitik). Sekurang- 
kurangnya bagian-bagian dari matematika adalah, atau dapat direduksi 
kepada, logika. Konsep-konsep dan objek-objek matematika, misalnya 
“bilangan”, dapat didefinisikan dari terminologi logis, dan dengan 
definisi-definisi ini, teorema-teorema dalam matematika dapat diperoleh 
dari prinsip-prinsip logika 

2) (1) Suatu inti yang signifikan dari kebenaran-kebenaran matematis dapat 
diketahui secara a priori, dengan turunan dari aturan-aturan yang bersifat 
analitik atau konstitutif-makna: (2) matematika ini berkaitan dengan 
suatu realm objek-objek ideal, yang, dalam satu segi, bersifat objektifi 
atau tidak terikat pada pikiran. | 

3) Formalisme memandang bahwa esensi dari matematika adalah 
manipulasi karakter-karakter. Matematika seharusnya adalah tentang 
karakter-karakter tipografis dan aturan-aturan untuk memanipulasi 
karakter-karakter tipografis itu 

4) Dedukuvisme menerima pokok pandangan Frege bahwa aturan-aturan 
inferensi harus mempertahankan kebenaran, tetapi ia bersikeras agar 


aksioma-aksioma dari berbagai teori matematis dianggapkan seolah telah 
ditetapkan secara arbitrer. Gagasannya adalah bahwa prakuk matematika 
meliputi penentuan konsekuensi-konsekuensi logis dari aksioma- 
aksioma, yang, seolah-olah. tidak diinterpretasikan. Seorang 
matematikawan bebas untuk menganggap bahwa aksioma-aksioma (dan 
teorema-teorema) dalam matematika adalah tidak bermakna, atau 
menginterpretasi semua itu sekehendaknya. 

5) Tema sentral yang mempersatukan pandangan-pandangan dalam 
intuisionisme adalah penolakan terhadap mode-mode inferensi tertentu 
dalam matematika, Filsafat-filsafat intuisionisme menuntutkan revisi 

revisi bagi matematika yang ada saat itu, dan juga matematika masa kini 
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Tes Formatif 2 


1) Sifat-sifat dari pandangan realisme dalam ontologi antara lain: (1) 
pernyataan-pernyataan matematis dipahami dengan pemaknaan harfiah 
langsung: (2) hanya terdapat satu jenis “eksistensi ', yang aplikabel pada 
matematika maupun pada wacana biasa; (3) kebanyakan filsuf aliran ini 
yakin bahwa eksistensi bilangan-bilangan, himpunan-himpunan, dsb., 
tidak terikat pada pikiran, bahasa, dan konvensi-konvensi dari 
matematikawan. 


2) “Tidak satu pun totalitas dapat memuat anggota-anggota yang dapat 
didefinisikan hanya sehubungan dengan totalitas itu, atau anggota- 
anggota yang melibatkan atau mensyaratkan totalitas itu.” 
3) Sifat-sifat atau pandangan esensial dari cara pandang Ouine antara lain: 
a) Empirisisme (dari Mill), bahwa semua pengetahuan yang substansial 
pada akhirnya didasarkan pada observasi inderawi. Sesungguhnya 
tidak ada pengetahuan a priori 

b) Naturalisme (dari Mill), bahwa filsafat tidak berdiri mendahului 
sains, tidak berperan untuk menjustifikasi pernyataan-pernyataan 
dalam sains. Epistemologi harus berpadu dengan sains alam, 


terutama fisika. 
4) Matematika berperan sentral dalam sains-sains, Oleh karena itu, bagi 
Quine, matematika itu sendiri memiliki kedudukan sentral dalam jaring 
keyakinan. Matematika terletak jauh dari “batas luar" jaring keyakinan, 
di mana observasi berperan lebih langsung. Fisika, kimia, dan bersama 
itu, matematika, tertanamkan dalam jaring keyakinan, sehingga kita 
mempercayai bidang-bidang tersebut. Di sisi lain, mitologi Yunani, 
misalnya, tidaklah sedemikian tertanamkan, dan oleh karena itu kita 
tidak meyakininya. 
Sifat-sifat strukturalisme dalam filsafat matematika antara lain: 


a) Strukturalisme memandang matematika sebagai sains struktur. 

b) Kebanyakan strukturalis adalah penganut realisme dalam nilai 
kebenaran, meyakini bahwa tiap kalimat yang tak-ambigu dalam, 
misalnya, aritmetika dan analisis, adalah benar atau salah, secara 
tidak terikat pada bahasa. pikirun, dan konvensi-konvensi sosial dari 
matematikawan. 

c) Versi-versi strukturalisme yang ada saat ini memiliki percabangan 
dalam gagasan-gagasan seperti eksistensi, objek. dan identitas, 
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sekurang-kurangnya saal item-item itu digunakan dalam 
matematika. 

d) Strukturalisme mengemukakan relativitas mengenai objek-objek dan 
eksistensi, sekurang-kurangnya dalam matematika. Objek-objek 
matematis terikat pada struktur-struktur yang menyusun objek-objek 
Mu 
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